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Vorwort. 



JNachdem durch den vorhergehenden VI. Teil dieses Lehrbuches die Be- 
handlang der Grössen Verhältnisse in der Geometrie eingeführt worden, gibt 
der gegenwärtige Vn. Teil die Anwendung dieser Betrachtungsweise auf die 
geradlinigen Figuren. Es bleiben also sämtliche höheren Abschnitte der Ereis- 
lehre (deren niedere Teile den Gegenstand des VI. Teiles gebildet hatten) für 
zusammenfassende Darstellung im folgenden VIII. Teile dieses Lehrbuches vor- 
behalten. Dadurch ist für beide Bände bessere Uebersicht gewahrt, wenn auch 
dabei manche Abschnitte im nächsten Teile geringere Schwierigkeiten enthalten, 
als solche im vorliegenden Vn. Teile. 

An vielen Stellen wird der Studierende Vorbereitung und Anregung zum 
Studium der höheren Teile der Geometrie finden, so besonders im 5. und 7. Ab- 
schnitte und den zugehörigen Aufgaben — abgesehen von einzelnen Ausblicken 
auf Trigonometrie, Stereometrie, Geometrie der Lage. 

Bei Stellung der Aufgaben wurde besonders darauf Rücksicht genommen, 
dass dieselben sich eng an den Inhalt der Fragen und Antworten anschliessen, 
so dass sie gleichsam eine Wiederholung und Erweiterung dieses Textes bilden, 
und dass auch kein Zusammenfallen mit dem derselben Encyklopädie zuge- 
hörigen „Lehrbuch der Konstruktionsaufgaben^ entsteht. — Die Ergebnisse der 
ungelösten Aufgaben sind wieder mit erhöhter Ausführlichkeit mitgeteilt. 

Mehrfache Einzeluntersuchungen , wie z. B. jene über besondere Punkte 
und Linien am Dreieck an den Figuren 69 und 71, lassen den Wunsch sich 
aufdrängen, dass eine einheitliche Namen- und Buchstabenbezeichnung der geo- 
metrischen Grundelemente allgemein angenommen und eingeführt würde. Nicht 
genug kann betont werden, welch grosser Vorteil allein aus übersichtlicher 
Buchstabierung an einer Figur für das Studium derselben entspringt. Damit 
hängt eng zusammen die Thatsache, dass gerade eine sorgfältige Zeichnung die 
beste Erleichterung des Verständnisses bietet. Und so wollen auch die Figuren 



VI Vorwort. 

dieses Lehrbuches nicht nur als Erläuterung des Textes gelten, sondern noch 
mehr als Anleitung fflr den Studierenden, solche Figuren womöglich nach dem 
Wortlaut des Textes selbständig aufzubauen, sie in anderen Lagebeziehungen 
zu wiederholen (z. B. je für die verschiedenen Arten des Dreiecks oder Vier- 
ecks), und so vielleicht etwas langsamer, aber dafür desto sicherer und gründ- 
licher in das Verständnis dieser Wissenschaft einzudringen. 



Baden-Baden, im November 1894. 



Prof. Dr. J. Sachs. 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kela fthnllches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem billigen Preise Yon 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physili, 
Mechanik^ math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eiaenbahn-, 
Brücken- nnd Hoehbanes, des konstrnktlTen Zeiehnens etc. etc. und zwar in ToUständig 
gelöster Form, mit yielen Figaren, Erklftmngen nebst Angabe und Entwiokelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Eapi- 
töln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhaiig von nngelÖsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form; vne die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben,^ und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die LSsnngen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen fiber das betrelTende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
Bchaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen L und II* Ord., gleich- 
berechtigten höheren Bflrgerschnlen, PriTatsohulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gjrmnasien , Schulleh rer - Seminaren , Polytechniken , Techniken , Bange werkschnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn* Yorbereitnngsschulen aUer Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsschulen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwisaensehaftmchulen, 
Militärschulen, Torbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B fttr das Einjährig-Frei- 
willige- und Offlziers-Examen, etc. 

Di^ Schäler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt fflr Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Präfnugen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die Überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftigte Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die g^- 
liabten Regelo, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten, Lust, Liebe 
und Terständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Faohgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs- 
zweigen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragten etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fisch er feldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlägsbandlniig. 
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Ebene Elementar-Geometrie 

(Planimetrie). 
T. Teil. 

Die Aehnlichkeit der geradlinigen Figuren. 



1) üeber die Aehnlichkeit der Dreiecke im allgemeinen. 

Frage 1. Was versteht man unter 
Aehnlichkeit der Figuren? Antwort. Unter Aehnlichkeit der 

Figuren versteht man die üeber- 

;,^'l' i^'®""?- ^T «»"?elne strecken einstimmung derselben in Bezug auf 

und Winkel frflher (im L und IL Teil dieses ., „ j r<«*i4.« v,,*«!,* 

Lehrbuches) nachgewiesen wurde, dass solche ihre J ormen oder Gestalten, nicht 

im eüuelnen immer ähnlich sind, so werden im aber in Bezug auf ihre Ausdehnung, 

allgemeinen Flächen ähnlich sein, ohne Grössen oder Flächeninhalte, also die 

gleich zu »ein, wenn nämlich verschiedene An- Uebereinstimmung in Bezug auf die Art 

zahlen von Flächenelementen je in denselben j at^ • j xt u ^^ i ^ 

Formen aneinander gelagert sind. Tritt zur ™d Weise der Nebeneinanderlagening, 

Gleichheit der Formen auch noch die Gleichheit nicht aber in Bezug auf die Mengen 

der Mengen hinzu, so wird die Aehnlichkeit zur ihrer absoluten Einheiten. 
Kongruenz: kongruente Figuren sind gleich jy^^^^ Uebereinstimmung der Formen 

und ähnlich. . ... . ^\ j- i. v j 

tntt ein, wenn 1) die entsprechenden 

Erkl. 2. Dass die Winkelgrössen selbst Winkel der Fiffuren ffleichgross sind, 

ffiäre"S!^"\rd"efkTa.S:LSJg ««^ 2) die entsprechenden Längen- 

einerFigur aus ihren absoluten Einheiten. Diese grossen der iiguren im gleichen 

letzteren mtlssen gleich sein in Bezug auf Seiten Grössenverhältnis stehen, d. h. die 

und Winkel. Und bei übereinstimmender Aehnlichkeit der FiffUren ist be- 

Aneinanderlagerung von verschiedenen An- a:^^^ anroh GlPirhhPit df»r Winkel 

zahlen solcher Elemente bleiben die Winkel- ciingt Qurcn Uieicnneu aer winKCi 

grossen dieselben, nur die Längenverhältnisse und der btreckenverhäitnisse. 
wechseln. 

Erkl. 8. Das Zeichen für die Aehnlichkeit 
ist ein liegendes S in der Form «\9 (oder wohl 
besser gq), als Abkürzung für das lateinische 
Wort similis = ähnlich. Kommt zur Aehnlichkeit 
die Gleichheit hinzu, so entsteht das Zeichen ^ 
für die Kongruenz. 



Frage 2, Welche Eigenschaften 

mflssen demnach ähnliche Dreiecke . , x t «i. v u r^ ^-^«i ^^ 
jjg^^j^j^y Antwort. In ähnlichen Dreiecken 

müssen nach vorigem die drei Winkel 

Sachs, Ebene Elementar-Geometrie. YII. 1 



Ebene ElementÄr-Geometrie. — VII. Teil. 



£rkl. 4. Statt zu sasen : Mehrere Grössen 
stehen im gleidien Verhältnis, kann man anch 
sagen, diese Grössen seien proportional; 
darunter versteht man: das Verhältnis einer 
ersten Grösse zu ihrer entsprechenden ist 
dasselbe, wie das einer bestimmten zweiten 
Grösse zu ihrer entsprechenden, und wie das 
einer bestimmten dritten Grösse zn ihrer ent- 
sprechenden n. 8. w. — oder in anderer Ans- 
drucksweise: die fortlaufende Proportion 
der ersten, zweiten, dritten • • • Grösse ist die- 
selbe Proportion oder ist gleich der fort- 
lanfendenProportion der entsprechenden 
ersten, zweiten, dritten • • • Grösse. 



Erkl. 5. Sollen die Dreiecke Ä^ B^ C, und 
A^BiC^ in Figor 1 ähnlich sein, so müssen 
nach nebenstehender Antwort die Beziehungen 
stattfinden : 

1) <^ C^Ä,Bi = ^ C,^J5, = tt 

2) <^Ä,B,C,=^A^B,C^ = ß 
d) <^B,C,A, = <^B,C,J, = y 

4) fl, : \ = a, : 6, \ 

5) &j : Cj = &, : c, > a^ : h^ic^ =: a, : 6, : c^ 

6) Ol la^ =: e^:a^} 

oder: 

4) öj : a, = &i : &, \ 

5) 6^ : ft, = Cj : c, > a^ : a, = 6^ : ^^ = Cj : c, 

6) e^ :c^ ^ a^ia^f 

oder indem der gemeinsame Wert dieser drei 
Verhältnisse mit x bezeichnet wird: 

4) aj = X'ü^ 

5) bj = jf'&j 



entsprechend gleich sein, und die ent- 
sprechenden Seitenstrecken im gleichen 
Verhältnis stehen, oder: 

Satz 1. In ähnlichen Dreiecken 
sind die entsprechenden V^^inkel 
gleich und die entsprechenden 
Seiten proportional. 

Figur 1. 




6)c, 



x-c,. 



Erkl. 6. Es ist ausdrücklich zu betonen, 
dass die entsprechenden Winkel gleich bezw. 
Seiten proportional sein müssen, denn nicht die 
Gleichheit beliebig gelegener Winkel und 
Streckenverhältnisse bedingt die Aehnlichkeit, 
sondern diese Winkel und Seiten müssen in 
beiden Dreiecken dieselbe gegenseitige 
Lage haben. Es entsprechen also einander 
solche Seiten bezw. Winkel, welche den gleich- 
grossen Winkeln jedesmal gegenüberliegen, 
oder welche den Scheitel zweier entspre<äend 
gleichen Winkel verbinden und umgekehrt, 
z. B. entspricht Hypotenuse der Hypotenuse, 
kleinere Kathete der kleineren Kathete, Dreiecks- 
basis der Dreiecksbasis, Winkel an der Spitze 
dem Winkel an der Spitze u. s. w. (vergleiche 
das Beispiel in Erkl. 36 und Figur 4). 



Frage 3. Sind umgekehrt die sechs 
in Satz 1 ausgesprochenen (und in Erkl. 5 
angeschriebenen) Bedingungen der Aehn- 
lichkeit zweier Dreiecke Ton einander 
unabhängig? 

Erkl. 7« Man beachte schon hier den Zu- 
sammenhang zwischen Aehnlichkeit und Kon- 
gruenz der Dreiecke. Sind Dreiecke kongruent, 
so ist: 

l)ai=a, 2)6, = 6, 3) c, = c,, 

4)a, = a, 5)ft=^, 6)yi = y,; 

aber umgekehrt brauchen von diesen sechs 
Gleichungen nur passende drei gleichzeitig be- 
kannt zu sein, um die Kongruenz der Dreiecke 
herbeizuführen. So wird sich zeigen, dass auch 
zur Herbeiführung der Aehnlichkeit nicht alle 
sechs Bedingungen bekannt sein müssen, sondern 
dass sogar nur zwei passend gewählte derselben 
genügen, um die Aehnlichkeit zu beweisen. 



Antwort. Die sechs Bedingungen 
der Erkl. 5 sind keineswegs von einander 
unabhängig. Denn nimmt man die erste 
Gruppe für sich, so ist sofort erkennbar, 
dass wenn «^ = a^ und /Jj = /S, , dann 
sicher auch y^ = y^ sein muss. Es wird 
also jede dieser sechs Gleichungen durch 
die beiden anderen bedingt. 

Nimmt man die zweite Gruppe für 
sich, so ist ebenfalls ohne weitere Beweis- 
fährung erkennbar, dass je die eine 
Gleichung aus den beiden anderen als 
selbstverständlich sich ergibt. 

Aber auch von den so übrigbleibenden 
vier Gleichungen sind nicht alle unab- 
hängig, sondern es genügt schon die 
Annahme von zwei in denselben auf- 
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Erkl» 8. Eine weitere Uebereinstimmung tretenden Bestimmungsgleichungen, 
T:I.Äf^'L^'^rK''f,'i^'^?S5J!lM" Bänilich zwischen Winkelgrössen oder 




des in. Teiles]. 



Frage 4. Wie lassen sich die drei 
Winkelgrössen und Seitenverhält- 
nisse des Dreiecks zu je zweien an- Antwort Aus den drei Seiten- 
oranen r' Verhältnissen und den drei Winkelgrössen 

lassen sich analog den vier Kongruenz- 

Erkl. 9. Ist gegeben : Sätzen folgende vier unabhängige Zu- 

aj : 6, = ff, : d, oder o, : o, = dj : 5, sauunensteUungen bilden : 

nnd b,:e, =5,:^ d,:b, = c, :<„ j) j)^ Verhältnis einer Seite zu 

so folgt durch gliedweise Multiplikation besw. einer zweiten und zur dritten, also das 

durcb GleichsetEiing von Gleichem: Verhältnis der drei Seiten unter- 

«1 ^1 : ^1 c, = a, ft, : 6, c, einander. 

ÄtSr:^*'""^ "'' '' ''''^ '•' ""'' "^"^ 2) Das Verhältnis einer Seite zu 

a -e —an aät^r a - a — tt - a^ einer audem und die Grösse des 

Und ebenso ensteht jede der beiden ersten VOU diesen beiden Seltene mg es chlo SS e- 

Gleichnngen als Produkt der andern mit der nen Winkels. 

letztem dritten. 3^ jy^ Verhältnis einer Seite zu 

V 1.1 iA T^ A * -* Q jtv • einer andern und die Grösse des 

Erkl. 10» Die vier in Antwort 3 ttbrig , .. ^ _^_ ,. _ 1.«:^^« 

gebliebenen Bestimmnngsstttcke waren zwei der grosseren von diesen beiden 

Winkelj^össen nnd zwei Seitenverhältnisse, gegenttberliegenden Winkels. 
Von diesen liefert jedes Paar für sich allein ^j pj^ q^j^^^ ^^^ 2Wei (also allen 

den ersten nnd vierten der nebenstehenden FäUe. ^ .<. ^. ^ •. ^ 

Die gemisdite Znsammenstellnng von einer «r^V WinKein. 
WinkelgrGsse mit einem Seitenverhältnis zerfällt 
in die beiden Gruppen zwei nnd drei. 

Frage 5. Wie entstehen Dreiecke, 
von welchen das Verhältnis der drei 

Seiten (a : h: c) gegeben ist, und in Antwort. 1) Ist nur das Verhält- 
weicher Beziehung zu einander ^jg ^^^ ^^.^i geit^^^ aber nicht deren 
stehen solche Dreiecke? Grösse selbst gegeben, so kann man 

für eine der Seiten, z. B. c eine be- 

^^H'^^ We Konstruktion der zwei Sei^^^^ liebige Länge c. nehmen, danach erst 

II, nnd 6,, nachdem die Seite c, beliebig gewählt ,. ^ . ^_ jjf ^« 0^:4.«« ^ „„j -l «««v 

worden, "geschieht nach Antwort der Fiige 29 die zwei anderen Seiten a, und 6^ nach 

im VI. Teile. Man findet ans der gegebenen Massgabe des vorgeschnebenen Verhalt- 
Proportion a, : 6, : c^ = a : 6 : c erst a, als vierte nisses konstruieren oder berechnen , und 
Proportionale der Einzelproportion c:a = c,^ sodann aus diesen drei Strecken a.h.c. 

dann \ als vierte Proportionale der Einzel- , ^._ :^^rk«^,'^«u \,r.^r.4^^\^^^Jt ^\l 

proportiU c: fc = c,: 6,. Denn in jeder dieser das einzige Dreieck konstruieren mit 

Proportionen sind alle Grössen bis anf die vierte der Seite c^ und dem Seitenverhältnis: 

bekannt — Ganz dasselbe gilt von der Auf- a^\\\c^ = a:b:e, 

snchoBg der Grössen a„ 6„ nachdem c, willkttr- ^v tttki^u* «,«« ^w*. Ai^ o^Ur. ^ «;«/^ 

lieh gewählt ist. ^) Wählt man lür die beite c eine 

andere beliebige Länge c^, so kann man 

Erkl. 12. Nach Satz 2 nnd 3 des VI. Teiles wiederum nach Massgabe des gegebenen 

gelten für die Schenkelabschnitte eines, von Verhältnisses die zwei anderen Seiten 

raralleien geschnittenen Winkels die Aussairen : ^ v 1 j. • j -u i. 

Die Scfi»iikelab8chnitte Tom Scheitel bia je «« ^^^ ^ konstruieren oder berechnen, 

rar gleichen Paralteleii stehen auf beiden Sehen- und sodann aus diesen drei Strecken a, b^ c^ 
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kein im gleichen Verhältnis, nnd die Schenkel- 
abschnitte vom Scheitel bis zu verschiedenen 
Paiallelstrecken verhalten sich wie diese Parallel- 
strecken, also einzeln: 

nnd 

oder in fortlaufender Proportion: 

A^ R : B'C : C'A^ = A,B^: B^ C^ : C^A^. 

Erkl. 18. In Figur 2 (Seite 6), welche für 
die Ableitung aller vier Aehnlichkeitssätze 
gemeinschaftlich gilt, ist angenommen, dass 
A^ B^ -< A^ B^. Wäre die Seite c, die grössere, 
so ragt A^B' über A^B^ hinaus, aber alle Ab- 
leitungen bleiben wörtlich gleich, da die ParaUele 
B'C auch die Seite AiC^ ausserhalb <7j trifft. 
Uebrigens könnte diese Ausführung auch ganz 
umgangen werden, indem man einfach festsetzt, 
dass von den beiden Dreiecken AiB^ und A^B^ 
je die Qrundseite des kleineren auf die des 
grösseren abgetragen werden soll, oder dass 
unter der Bezeichnung ^li^^Cj je das grössere 
der beiden Dreiecke verstanden sein soll. 

Erkl. 14. Nach dem ersten Kongruenzsatz 
ist A^B^C^ das einzige Dreieck mit dem 
Seitenverhältnis a:h:c und der Seite A^B^ 
z=z Cy Sowie also vom Dreieck A^ B* C* nach- 
gewiesen ist, dass auch hier: 

A^B* ', B* C : C A^ =ze:a:b 

und Ai B' = c,, so ist die Kongruenz von Ay^ B* C 
mit A^B^C^ schon erwiesen. Man kann den 
Beweis für die Gleichheit der drei Seiten 
aber auch ausdrücklich noch rechnungsmässig 
führen, indem man setzt: 

A^B*:B*C'\CA^ = c:a:h 
nnd 

A^ B^'.B^C^'.C^A^ = c : a : &, 

also einzeln: 

A^B*\B'C =zc'.a A^B^:B^C^ = c:a 
A^B'iC'A^^C'.h A^B^:CiA^ = c:b, 

folglich : 

B'C = ^'A^B' B^C^ = —-AB, 

V c 

CAi = ^'A,B* C^A^ = — -^B,. 
c c 

Wenn also: 



und 



-4j B* = -4j ^2 = Cj, 



so wird auch: 



und 



B'C = — -c, = B,a 



C A^ = — «^2 = CqA^, 

c 



Erkl. 15. In der nebenstehenden Ausdrncks- 
weise des I. Aehnlichkeitssatzes ist stets das 
Verhältnis der drei Seiten desselben Dreiecks 
in fortlaufender Proportion angesetzt. Man 
könnte statt dessen auch das Verhältnis jeder 



das einzige Dreieck konstruieren mit der 
Seite c, und dem Seitenverhältnis: 

0, : b, : e, = a : & : c. 

3) Trägt man nun aber auf einer 
der Seiten des erstem Dreiecks, z. B. auf 
Cj von einem ihrer Eckpunkte, z. B. von 
A^ aus die Länge der entsprechenden 
Seite Cg des zweiten Dreiecks ab, also 
A^B* = A^B^, und zieht sodann 
J5'(7 II ÄjCj , so entsteht ein Dreieck 
A^B*(y von folgenden Eigenschaften 
(siehe Figur 2, Seite 6): 

A^B* =r A^B^^ 

und weil B*0\[B^C^^ so wird auch 
femer nach Satz 3 des VI. Teiles: 

AyB'\A^C = A^B,:A^C, 
A,B':B'C = A,B,:B,C^. 

Folglich ist: 

A^B' : B'C : CA^ = A^B^ : B^C, : C^A^, 

also auch: 

A^B'.B'C-.CA^ = A^B^iB^C^.C^A^. 

Da aber oben: 

A^ B = A^ B^^ 

SO muss auch (siehe Erkl. 14): 

B'C = B.,C^ und CAi = C,-4, 

sein, oder: 

AA^B'C ^/iSA^B^C^. 

4) Nun ist aber im Dreieck AyB'C* 
jeder Winkel gleich dem entsprechenden 
Winkel von Dreieck A^B^C^^ nämlich 
<^ A identisch und <^ B und -^ C je als 
kon-espondierende Winkel wegen der 
Parallelen B'O B^C^. Folglich ist auch: 

d. h. im Dreieck A^B^C^ sind nicht nur 
die Seitenverhältnisse gleich jenen 
des Dreiecks A^B^C^, sondem auch die 
Winkelgrössen. Oder die Dreiecke 
A^B^C^ und A^B^C^ sind ähnlich. 

5) Ganz dieselben Ergebnisse werden 
aber auch für jedes weitere Dreieck 
entstehen mit Seiten ag : 63 : Cg = a : 6 : c, 
d. h. es würde nicht nur: 

A^ Bq : Bq Cg : C^Aq = A^ B^ : B^C^: C^ A^, 

sondern auch: 

'^A^=z<^A^, <^ Bg = -«^ -Bj, -«^ (7, = -^ Cj. 

Man erhält daher die Aussage: 

Satz 2. Zwei Dreiecke sind 
ähnlich, wenn die drei Seiten 



Üeber die Aehnlichkeit der Dreiecke im allgemeinen. 



Seite des einen Dreiecks zur entsprechenden 
Seite des andern Dreiecks als gleiche Grösse 
aufstellen, also den Satz so aussprechen: 

Satz 2 b. Wenn die drei Verhältnisse 
zwischen je einer Seite eines Dreiecks nnd 
der entsprechenden Seite eines andern 
Dreiecks sämtlich denselben Wert 
haben — so sind die Dreiecke ähnlich, 
also anch die entsprechenden Winkel 
gleichgross. 

Oder anch noch ktirzer aasgesprochen: 

Satz 2c. Oleichheit der drei Seiten- 
verhältnisse bedingt Aehnlichkeit 
der Dreiecke. 

Erkl« 16« Der Gedankengang des vorigen 
Beweises ist knrz zasammengefasst der folgende : 

1) Es gibt nur ein einziges Dreieck mit dem 
vorgeschriebenen Seitenverhältnis a:b:e und 
der Seite c,. 

2) Es gibt nur ein einziges Dreieck mit 
demselben Seitenverhältnis a : b : c und der 
Seite c,. 

8) Entsteht darch die Parallele beim erstem 
Dreieck auch ein Dreieck mit Seitenverhältnis 
a:h:e und Seite r,, so muss dieses so ent- 
standene mit dem vorigen zweiten kongruent 
sein. 

4) Folglich muss das obige zweite Dreieck 
auch im übrigen dieselben Eigenschaften haben 
wie sein kongruentes, nämlich gleiche Winkel, 
wie das erste Dreieck. 

5) Also ist das zweite Dreieck und ebenso 
jedes andere in derselben Weise konstruierte 
ähnlich mit dem ersten und allen gleichartigen. 



in dem einen Dreieck im gleichen 
Yerhältnisuntereinander stehen, 
wie die drei Seiten im andern 
Dreieck (I. Aehnlichkeitssatz). 

Oder in anderer Ansdrucksweise : 

Satz 2 a. Wenn in zwei Drei- 
ecken das Verhältnis der drei 
Seiten untereinander dasselbe 
ist, so sind auch die entsprechen- 
den Winkel gleich. 



Fra^e 6. Wie entstehen Dreiecke, 
von welchen das Verhältnis zweier 
Seiten und die Grösse des von 
diesen eingeschlossenen Winkels 
gegeben ist (z. B. c:b, <^a), und in 
welcher Beziehung zu einander 
stehen solche Dreiecke? 

Erkl* 17. Zur nebenstehenden Antwort 
bleiben die Ausführungen der Erkl. 11, 12 und 
13 in unveränderter Qttltigkeit. 

Erkl. 18* In der Antwort der vorigen Frage 5 
war es vollkommen gleichgültig, welche Seite 
des Dreiecks A^B^C^ auf der entsprechenden 
des Dreiecks A.B^C^ angetragen wurde, und 
an welchem Endpunkte dies geschah. Für den 
Zweck der nebenstehenden Antwort aber ist es 
zwar ebenfalls von gleicher %nd Wirkung, wie 
diese Antragung stattfindet, jedoch gestaltet sich 
der Beweis am einfachsten, wenn dieselbe an 
der Ecke A^ geschieht. Wird nämlich c, an 
der Ecke J9, oder b^ an der Ecke C, angetragen, 
so muss erst noch die Oleichheit der Winkel 



Antwort. 1) Ist von den Seiten 
c und b nur das Verhältnis, nicht 
aber deren Grösse selbst gegeben, so 
kann man für eine derselben, z. B. c 
eine beliebige Länge c^ nehmen, 
danach erst die Seite b^ nach Massgabe 
des vorgeschriebenen Verhältnisses kon- 
struieren oder berechnen, und sodann 
aus diesen zwei Seiten c, und b^^ samt 
deren eingeschlossenem Winkel a das 
einzige Dreieck konstruieren mit 
Seite Cj , Seitenverhältnis c^:b^ = c:b 
und Winkel a. 

2) Wählt man für die Seite c eine 
andere beliebige Länge c^, so kann 
man wiederum nach Massgabe des ge- 
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a, =:: u* und a^ = «j« ^^^o a* = a, daiami er- 
schlossen werden, dass die dritte Seite A'C 
bezw. A*B* parallel wird mit der entspredienden 
Seite A^C^ bezw. A^B^ Dann erst ist die 
Kongruenz A^B^C^^A'B'C' erwiesen. 

Würde die dritte Seite a, als a* abgetragen 
an der Ecke B^ (oder CJ und die Parallele 
CA*\\C^A^ gezogen, so erhält man zunächst 
die Gleichheit der Winkel «' = a, = «, wie 
oben, und muss dann für den Eongrnenzbeweis 
erst noch nachweisen, dass wegen a' : c* : h* 
=z a^'.c^ : ftj und a* = a, auch wieder c* = r, 
und h' = &,. 

Arbeitet man aber wie im nebenstehenden 
unmittelbar mit den in der Fragestellung ge- 
nannten Dreieckselementen, so sind alle diese 
Umwege vermieden. 

Figur 2. 



gebenen Verhältnisses die andere Seite b^ 
konstruieren oder berechnen, und sodann 
aus diesen zwei Seiten c^ und b^ samt 
deren eingeschlossenem Winkel a das 
einzige Dreieck konstruieren mit 
Seite c,, Seitenverhältnis 



'8> 



c^:b^=:c 




Erkl« 19* Nach dem zweiten Kongruenz- 
satz ist A^ B^ (7, das einzige Dreieck mit Seiten- 
verhältnis c, : &, = c:&, dem Winkel a und 
der Seite A^ B, = c«. Sowie also von dem 
Dreieck A^B'C nachgewiesen ist, dass auch 
hier c' : b' = c : 6, <^ -4 = « und A. B^ =. c„ 
so ist die Kongruenz von A^ B* C* und A^ B^ C, 
schon erwiesen. Man kann aber den Beweis, 
dass ausser ^A = a und A, B' = c^ auch die 
Seiten b' und h^ einander gleich sind, auch 
ausdrücklich noch rechnungsmässig führen, in- 
dem man setzt: 

A^B' : CA^ = c:b, A^B^ : C^A^ = c:h, 

folglich : 

C A^ = — 'A^B* C^A^ = — »jIjjBj. 

Wenn also -^j 5' ;;= -4, B, = Cj, so wird auch : 



und Winkel a. 

3) Trägt man aber auf einer der 
zwei Seiten c^ oder b^ des erstem 
Dreiecks, z. B. c^ vom Eckpunkt A^ aus 
die Länge der entsprechenden Seite ^2 
des zweiten Dreiecks ab, also A^^B' 
= A^B^, und zieht sodann B'C || B^C^j 
so entsteht ein Dreieck A^B*0 mit 
Winkel a, in welchem ausserdem: 

B'A^ : CA^ =B,A,: C^A^ = B,^ : C^A.^. 

Polglich muss wegen A^B =i A^B^ 
auch: 

^A^B'C^A^B^C^ 

sein. 

4) Nun sind aber im Dreieck A^BO 
nicht nur Winkel a, sondern auch (je 
als korrespondierende Winkel) die Winkel 
B' und C* gleich den Winkeln B und 
C des Dreiecks A^B^C^, und nicht nur 
das Verhältnis der Seiten & und b' 
untereinander, sondern auch das Ver- 
hältnis der Seite a* ■=• BO zu jeder der 
vorigen Seiten gleich dem Verhältnis 
der Seite a^ = Bfi^ des Dreiecks A^ B^C^ 
zu jeder der Seiten c^^ und b^. Folglich 
ist auch <i ^2 = <^Äj und <^C^z=<^C^ 
und auch a^:c^ = a^: c^ und a^:b^ = öj : J^, 
d. h. im Dreieck A^B^C^ sind nicht nur 
ein Seitenverhältnis und ein Winkel, 
sondern alle drei Seitenverhältnisse 
und alle drei Winkel gleich den ent- 
sprechenden drei Seitenverhältnissen und 
den zugehörigen drei Winkeln des Drei- 
ecks J i Äi C^ — oder die Dreiecke A ^ B^ C\ 
und A^B^C^ sind ähnlich. 

5) Ganz dieselben Ergebnisse würden 
aber auch für jedes weitere Dreieck 
.-^3-83^^3 entstehen mit den Seiten c^ib^ 
= c:b und eingeschlossenem ^ a, d. h. 
es würde nicht nur: 

sondern auch: 



und 



flj : Cg = flj : <?„ flfg : d« r= Oj : b^ 
^^B = '^^v "^i ^8 = *i ^1* 



lieber die Aehnlichkeit der Dreiecke im all^meinen. 



ErfcL 20« SetEt man wieder statt des Ver- 
hältaiisses der zwei Dreiecksseiten desselben 
Dreiecks in nebenstehenden Sätzen die Verbält- 
nisse je einer Seite eines Dreiecks znr ent- 
sprechenden Seite des andern Dreiecks als 
gleichgross, so ei^ält man folgende Aosdracks- 
weise : 

Satz 8b. Wenn von den Verhältnissen 
zwischen je einer Seite eines Dreiecks nnd 
der entsprechenden eines andern Drei- 
ecks zwei denselben Wert haben, nnd 
der von diesen Seiten eingeschlossene 
Winkel in beiden Dreiecken gleichgross 
ist, so sind die Dreiecke ähnlich, also 
ist auch der Wert des dritten Seiten- 
verhältnisses gleich dem Wert der beiden 
ersten, nnd die zwei anderen Winkel ihren 
entsprechenden gleich. 

Oder anch noch kürzer ausgesprochen: 

Satz 8c. Gleichheit zweier Seiten- 
verhältnisse nnd des eingeschlosse- 
nen Winkels bedingt Aehnlichkeit der 
Dreiecke. 

Erkl* 21. Der Gedankengang des vorigen 
Beweises lässt sich wieder in fünf Sätze zu- 
sammenfassen, ähnlich Erkl. 16 : 

1) Einzigkeit des ersten Dreiecks A^By^C^ 
mit Seitenverhältnis c : &, <^ a und Seite q. 

2) Einzigkeit des zweiten Dreiecks A^B^C^ 
mit Seitenverhältnis c : 6, <^ a und Seite c,. 

3) Hat A^ B* C ebenfalls Seitenverhältnis c : b, 
<^ a, Seite e* = Cj, so muss AiB*C^ A^ B^ Cj. 

4) Folglich muss A^B^C^ auch die übrigen 
Eigenschaften mit A^B*C gemeinsam haben, 
nämlich Gleichheit des dritten Seitenverhältnisses 
nnd der beiden anderen Winkel. 

5) Also ist das zweite und jedes andere 
derartige Dreieck dem ersten ähnlich. 



Man erhält daher die Aussage: 

Satz 8. Zwei Dreiecke sind 
ähnlich, wenn zwei Seiten in dem 
einen Dreieck im gleichen Ver- 
hältnis zu einander stehen, wie 
zwei Seiten im andern, nnd 
die eingeschlossenen Winkel 
dieser Seitenpaare in beiden 
Dreiecken gleichgross sind 
(IL Aehnlichkeitssatz). 

Oder in anderer Ausdrucksweise : 

Satz Sa. Wenn in zwei Drei- 
ecken das Verhältnis zweier 
Seiten zu einander und die 
Grösse des von ihnen einge- 
schlossenen Winkels gleichgross 
ist, so sind auch alle übrigen ent- 
sprechenden Seitenverhältnisse 
und Winkel gleich. 



Frage 7. Wie entstehen Dreiecke, 
von welchen das Verhältnis zweier 
Seiten und die Grösse des der 
grösseren von diesen gegenüber- 
liegenden Winkels gegeben ist (z.B. 
c:a, <^a), und in welcher Beziehung 
zu einander stehen solche Dreiecke? 



Erkl. 22« Zu nebenstehender Antwort ge- 
hört als Figur wieder Figur 2, Seite 6, und 
ebenso behalten die Erkl. 11, 12 und 13 un- 
Teränderte Gültigkeit. 

Erkl. 38. Auch hier ist die Wahl der Stelle 
des ersten Dreiecks, an welcher das zweite ab- 
getragen wird, nicht von wesentlicher Bedeu- 
tung, jedoch gestaltet sich der Beweis am ein- 
fachsten, wenn man c, an der Ecke A^ abträgt. 
Wird nämlich c, an der Ecke B^y oder a^ an 
einer der Ecken B^ oder C, angetragen, so muss 



Antwort. 1) Ist von den Seiten c 
und a nur das Verhältnis, nicht aber deren 
Grösse selbst g^egeben, so kann man 
für eine derselben, z. B. c eine be- 
liebige Länge c^ nehmen, danach erst 
die Seite a^ nach Massgabe des vorge- 
schriebenen Verhältnisses konstruieren 
oder berechnen, und sodann aus diesen 
zwei Seiten c^ und a^ samt dem der 
grösseren a^ gegenüberliegenden Win- 
kel a das einzige Dreieck konstruieren 
mit Seite c^, Seitenverhältnis c^:a^ = c:a 
nnd Winkel a. 
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erst die Gleichheit der Winkel a' = a, = a, 
ans der Parallelität des zweiten Winkelschenkels 
erschlossen werden; daraus folgt dann wieder 
die Eongmenz von A^ B^ C, ^ A^ B* C*, 

Würde die dritte Seite S, als h* abgetragen 
an der Ecke A^ (oder C,), so erhält man zwar 
leicht wieder die Gleichheit des Winkels a' 
= (Cj = «2 wie zuvor, man muss aber für die 
Kongruenz erst noch nachweisen, dass wegen: 

ft' : c' : a = dj : Cj : aj und h* = \ 

auch wieder: 

c' = c, und a* = a, 
sein muss. 

Alle diese Erschwerungen werden aber ver- 
mieden durch Anwendung derjenigen Dreiecks- 
elemente, welche in der Fragestellung genannt 
sind. 



Erkl. 24. Ebenso wie in Erkl. 19 für den 
zweiten Aehnlichkeitsbeweis, so kann man auch 
hier aasser dem unmittelbaren Schluss auf die 
Kongruenz der Dreiecke A^B^C^ und A^B'C* 
aus der Einzigkeit des Dreiecks mit Seiten- 
verhältnis cia^ <^a und Seite c* :=. c, auch den 
rechnungsmässigen Nachweis erbringen, dass, 
wenn : 

c' = c, und e* :a* = c^:a^ =^ c^iüf = c:a, 

auch a* = a, sein muss. Denn hieraus wird: 

a' = — c' und a, = — Cj, 
c c 

folglich a' = a^. 



Erkl. 25. Setzt man anstatt des Verhält- 
nisses der Seiten c und a untereinander in jedem 
einzelnen Dreieck wieder die Verhältnisse je 
einer Seite im einen Dreieck zur ent- 
sprechenden Seite im andern Dreieck, also 
hier statt c^ la^ := c^:a^=i c:a nunmehr c^ : c, 
= a, : a„ so nimmt der Satz folgende Gestalt an. 

Satz 4 b. Wenn von den Verhält- 
nissen zwischen je einer Seite eines Drei- 
ecks und der entsprechenden Seite eines 
andern Dreiecks zwei denselben Wert 
haben, und der der grösseren dieser beiden 
^Seiten gegenüberliegende Winkel in 
beiden Dreiecken gleichgross ist, so sind 
die Dreiecke ähnlich, also ist auch der 
Wert des d r i 1 1 e n Seitenverhältnisses gleich 
dem Werte der beiden ersten, und die 
beiden anderen Winkel sind ihren ent- 
sprechenden gleich. 

Oder noch kürzer ausgesprochen: 

Satz 4c. Gleichheit zweier Seiten- 
verhältnisse und des der grösseren 
Seite gegenüberliegenden Winkels 
bedingt Aehnlichkeit der Dreiecke. 



2) Wählt man für die Seite c eine 
andere beliebige Länge c^y so kann 
man wiederum nach Massgabe des ge- 
gebenen Verhältnisses die andere Seite 
a^ konstruieren oder berechnen, und 
sodann aus diesen zwei Seiten c^ und a^ 
samt dem der grösseren a^ gegenüber- 
liegenden Winkel a das einzige Drei- 
eck konstruieren mit Seite c^, Seiten- 
verhältnis Cg : «2 = c : a und Winkel a. 

3) Trägt man aber auf der Seite c^ 
des erstem Dreiecks vom Eckpunkt A^ 
aus die Länge der entsprechenden Seite c^ 
des zweiten Dreiecks ab, also A^ B'=A^B^, 
und zieht dann B'(y\\B^C^j so entsteht 
ein Dreieck A^B'O mit Winkel a, in 
welchem ausserdem: 

A'B' : B'C == A^B^ : B^C^ = A^B^ : JB,C,. 

Folglich muss wegen A'B' = A^B^ auch 
B*Ö -= B^C^ sein, also: 

£s,A^B'C^A^B^C^. 

4) Nun sind aber im Dreieck A^B'O 
nicht nur Winkel a, sondern auch (je 
als korrespondierende Winkel) die Winkel 
B' und O gleich den Winkeln B und C 
des Dreiecks A^B^C^, und nicht nur 
das Verhältnis der Seiten & und af 
untereinander, sondern auch das Ver- 
hältnis der Seite V = A'O zu jeder der 
vorigen Seiten gleich dem Verhältnis 
der Seite h^=iA^C^ des Dreiecks -ijÄiCi 
zu jeder der Seiten c^ und a,. Folg- 
lich ist auch ^B^ = ^B^, ^C^ = ^C^ 
und auch h^\c^:=^h^:c^ und h^'ü^^=b^:a^^ 
d.h. im Dreieck A^B^C^ sind nicht nur 
das eine Seitenverhältnis und ein 
Winkel, sondern alle drei Seiten- 
verhältnisse und alle drei Winkel 
gleich den entsprechenden Seitenverhält- 
nissen und den zugehörigen drei Winkeln 
des Dreiecks A^B^C^^ — oder die Drei- 
ecke A^B^C^ und A^B^C^ sind ähnlich. 

6) Ganz dieselben Ergebnisse würden 
aber auch für jedes weitere Dreieck 
A^ B^ C 3 entstehen mit Seiten c^:a^=:c:a 
und gegenüberliegendem WMnkel a, d. h. 
es würde nicht nur c.^:a^ = c^i a^ und 
<i^jj=<t-4i, sondern auch: 



und 



^S • ^3 *1 • ^1» 



h:a^ = h^: a» 



<^B, = ^B,, <^C8 = <^C,. 



lieber die Aehnlichkeit der Dreiecke im allgemeinen. 



Erkl. 26. Der Gedankengang dieser Be- 
weisfohrang ist kun folgender: 

1) bezw. 2) Einsigkeit der Dreiecke AiB, C^ 
besw. A^B^C^ mit Seitenverhältnis c:a, <^ a 
nnd Seite e^ bezw. c,. 

3) Zweite Entstehnngsart eines eben- 
solchen Dreiecks letsterer Art bedingt dessen 
Kongrnens mit A^B^C^. 

4} Folge hievon ist Gemeinsamkeit aller 
Eigenschaften dieser beiden Dreiecke, ins- 
besondere : 

5) Aehnlichkeit mit A^B^C^, 



Man erh&lt daher die Aussage: 

Satz 4. Zwei Dreiecke sind 
ähnlich, wenn zwei Seiten in 
dem einen Dreieck im gleichen 
Verhältnis zu einander stehen, 
wie zwei Seiten im andern 
Dreieck, und die je der grösse- 
ren dieser beiden Seiten gegen- 
überliegenden Winkel in beiden 
Dreiecken gleichgross sind 
(m. Aehnlichkeitssatz). 

Oder in anderer Ausdrucksweise: 

Satz 4 a. Wenn in zwei Drei- 
ecken das Verhältnis zweier Sei- 
ten zu einander und die Grösse 
des der grösseren von beiden 
gegenüberliegenden Winkels 
gleichgross ist, so sind auch alle 
übrigen entsprechenden Seiten- 
verhältnisse und Winkel gleich. 



Frage 8. In welcher Beziehung 
stehen solche Dreiecke, in welchen zwar 
ebenfalls das Verhältnis zweier 
Seiten, aber hiezu ausserdem die Grösse 
des der kleinern dieser beiden Seiten 
gegenüberliegenden Winkels gleich ist? 

Figur 8. 




Erkl« 27. In Figur 8 sind die beiden Arten 
von Dreiecken mit Seitenverhältnis c:a, <^a 
und Seiten e = AB bezw. c' =. AB' gezeichnet, 
indem durch Punkt B* Parallelen gezogen sind 
zu den beiden Lagen der Geraden a im ersten 
Falle. Daraus erkennt man die Richtigkeit der 
nebenstehenden Ungleichungen unmittelbar. 

Im einzelnen sieht man, dass die im Punkte B 
zosammentrefifenden Seiten a ein gleichschenk- 
liges Dreieck bilden, dessen Basiswinkel einander 
gleich, also gleich dem Supplement des als 
Anasenwinkel erscheinenden Winkels f* sind. 
Ferner erkennt man, dass aus der Winkelsumme 



Antwort. Ist der gleichgrosse 
Winkel a nicht gegenüber der 
grossem, sondern der kleinern 
Seite, also nicht wie oben a^Cj son- 
dern a < e so gibt es nach dem dritten 
Kongruenzsatz (Antw. der Frage 128 des 
m. T.) zweierlei Dreiecke mit Seiten- 
verhältnis c:a, <^a und Seite c^. Von 
diesen hat das eine einen spitzen 
Winkel y, einen grossen Winkel ß und 
eine lange Seite 6, das andere einen 
stumpfen Winkel y, einen kleinen 
Winkel ß und eine kurze Seite b. 

Ebenso gibt es zweierlei Dreiecke 
mit Seitenverhältnis cia^^^a und Seite c^, 
die sich auf genau gleiche Weise unter- 
scheiden. 

Man erkennt nun nach voriger Ant- 
wort sofort, dass das Dreieck erster 
Art mit Seite c^ ähnlich ist dem Drei- 
eck erster Art mit Seite c^ und ebenso 
das Dreieck zweiter Art mit Seite c^ 
ähnlich dem Dreieck zweiter Art mit 
Seite Ci, nicht aber in gemischter Zu- 
sammenstellung. Bezeichnet man aber 
nun mit ß, /?'; y, /; i, b' die ungleichen 
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« + /j -|- y = 180 = o' -[■ ^' + y' zusammen mit 
ff = o' und y = 180 — y hervorgeht, was neben- 
stehend für die Beziennngen anter p und '/9' 
mit den anderen Winkeln angestellt wird. 
(Anch kann y =^'jrCC*B' als Aossenwinkel 
des Dreiecks Ä'B*C* gelten, also y = « + /?'.) 



Erkl. 28. Ans den letzteren Beziehungen 
geht unmittelbar hervor, dass die behandelte 
Zweideutigkeit überhaupt nur möglich ist, so- 
lange a spitz bleibt. Für « = 90 oder o > ÖO 
mttsste ß\-ß' negativ werden, y' könnte nicht 
stumpf werden — alles aus dem (künde, weil 
bei rechtem oder stumpfem Winkel a die Seite 
a nicht mehr kleiner als c sein kann. 

Auch bei spitzem Winkel « kann Eindeutig- 
keit eintreten, wenn a = c, oder wenn a gleich 

der Senkrechten, also gleich \/c« — ft«, so dass 
ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse c, 
Katheten a und h entsteht. 



Erkl. 29. Unter den Seiten h und V im 
allgemeinen Falle lässt sich mit den Mitteln 
der Elementargeometrie keine Beziehung auf- 
stellen. Dagegen kann man mittels der trigono- 
metrischen HiT&mittel, der sog. Funktion Sinus 
die Beziehung finden: 

6:6' = sin/? : sin^' =• sin/S : sin (y — a), 

da im gleichen Dreieck entsteht: 

a : 6 = sin n : sin/9, a : 6' =: sin a : sin/?'. 

Mit dem in Worte gefassten Ausdruck dieser 
nicht elementaren Beziehung müsste man also 
die nebenstehende Erweiterung des III. Aehn- 
lichkeitssatzes vervollständigen. 



Erkl. 80. Man vergleiche zu diesen Unter- 
suchungen diejenigen des entsprechenden dritten 
Eongruenzsatzes m den Antworten der Fragen 
119 und 128 samt den Erkl. 227 und 248 des 
III. Teiles dieses Lehrbuches, sowie Aufgabe 121 
in Eleyers Lehrbuch der Trigonometrie. 



Dreieckselemente der beiden Arten von 
Dreiecken, so erkennt man aus Fignr 3: 

y* = 180 — y, 

/J= 180 — « — y 

ß' = 180— «'— / = 180— « - 180+y = y— « 

/» + /»' = 180 — 2« = 2(90 — «) 

/» — /J' = 180 — 2y = 2(90 — y) = 2(y' — 90). 

Man kann also den Satz 4 in der 
Art erweitern, dass man ausspricht: 

Wenn in zwei Dreiecken das Ver- 
hältnis zweier Seiten zu einan- 
der und die Grösse des der 
kleinern von beiden gegenüber- 
liegenden Winkels gleichgross 
ist, so sind die Dreiecke entweder 
ähnlich — oder die Gegenwinkel 
der grössern Seite sind sup- 
plementär, die Gegenwinkel der 
dritten Seite ergänzen einander 
zum doppelten Komplement des 
gleichgrossen Winkels; mit der 
dritten Seite besteht keine elemen- 
tare Beziehung. 

Entsprechend dieser Zweideutigkeit 
könnte man auch den Aehnlichkeitesatz 
selbst in der andern Fassung aussprechen: 

Satz 4 d. Sind zwischen zwei 
DreieckenzweiSeiten Verhältnisse 
einander gleich, während die 
Gegenwinkel des einen Paares 
entsprechender Seiten einander 
gleich, die Gegenwinkel des 
andern Paares entsprechender 
Seiten entweder beide spitz oder 
beide stumpf sind, so sind die 
Dreiecke ähnlich. 



Frage 9, Wie entstehen Dreiecke, 
von welchen die Grösse der drei 
Winkel gegeben ist, und in welcher 
Beziehung zu einander stehen solche 
Dreiecke? 

Erkl* 81. lieber Dreiecke mit drei gleichen 
Winkeln war schon in Antwort der Frage 54 
des V. Teiles dieses Lehrbuches das Ergebnis 
gewonnen worden, dass ihre Flächen sich wie 
die Quadrate entsprechender Seiten verhalten. 
Eine Erweiterung dieser Aussage wird sich 
später auch hier wieder finden. Die Definition 
der Aehnlichkeit war an der genannten Stelle 
der Einfachheit halber an die Gleichheit der 
Winkel allein angeknüpft worden; und auf 



Antwort. 1) Ist über die Seiten 
eines Dreiecks gar keine Angabe vor- 
handen, so kann man für eine derselben, 
z. B. c, eine beliebige Länge c^ 
nehmen, danach erst am Eckpui^ A 
den Winkel a, in 5 den Winkel ß an- 
tragen, d. h. das einzige Dreieck 
konstruieren mit Seite Cj und Winkeln 

«, ßi y- 

2) Wählt man für die Seite c eine 
andere beliebige Länge c^, so kann 



^ 



Veber die Aehnlichkeit der Dreiecke im allgemeinen. 
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Grund einfacher« aber im Grande ganz analoger 
Betrachtungen wie hier, folgte obiges Ergebnis 
samt dem Zusatz der Proportionalität der Seiten. 
Hier aber tritt letztere als Hauptpunkt auf. 



Erkl. S2. Als Figur zu nebenstehender 
Ueberlegung gilt immer noch Figur 2, Seite 6, 
woftlr auch die Erkl. 12 und 13 unver&nderte 
Gültigkeit behalten. Im einzelnen ist zu be- 
achten, dass hier vollständig gleichgültig ist, 
an welcher Stelle des Dreiecks A^B^C^ man 
Seite r, des Dreiecks Ä^B^C^ anträgt. 



Erkl. 88. Setzt man anstatt des Verhält- 
nisses der Seiten innerhalb eines Dreiecks 
untereinander die Verhältnisse je zweier ent- 
sprechenden Seiten der zwei Dreiecke, so nimmt 
der Aehnlichkeitssatz folgende Gestalt an: 

Satz 5 b* Wenn die einzelnen Winkel 
zweier Dreiecke paarweise gleichgross 
sind, so sind auch die einzelnen Seiten- 
verhältnisse entsprechender Seiten 
beider Dreiecke alle drei gl eicn. 

Oder noch kürzer ausgesprochen: 

Satz 5c. Gleichheit der Winkel 
bedingt Gleichheit der Seitenverhält- 
nisse, also Aehnlichkeit der Dreiecke. 



Erkl. 34. Das wichtigste im Ansatz der 
Proportionalität der Seiten ist die BeobachtuDg 
der entsprechenden Seitenpaare, d. h. der 
Seitenffegenüber gleichgrossen Winkeln. Als 
Beispiel möge dienen der in Erkl. 250 und 261 
des ni. Teiles erwähnte Fall, dass es dreierlei 
Dreiecke gibt mit denselben Winkeln und 
einer, aber nicht allen gleichen Seite. Denn 
in Figur 4 sind zwar die Winkel der drei 
Dreiecke gleich, aber als entsprechende Seiten 
sind proportional nicht jedesmal ÄB^BC, CA, 
sondern : 



man wiederum durch entsprechendes 
Antragen der Winkel das einzige 
Dreieck konstruieren mit Seite c^ und 
Winkeln a, ß, y. 

3) Trägt man aber auf irgend einer 
der drei Seiten des ersten Dreiecks von 
einem der beiden Eckpunkte aus (z. B. 
auf c^) vom Eckpunkt A^ die Länge 
der entsprechenden Seite c^ des zweiten 
Dreiecks ab, also (vergleiche Figur 2, 
Seite 6) A^B* =: A^B^, und zieht so- 
dann B'0\\B^C^j so entsteht wieder 
ein Dreieck A^B'C mit Winkeln a, ß, y 
und Seite & = c^. Folglich ist un- 
mittelbar A^WO^A^B/:^. 

4) Nun ist aber im Dreieck A^B'O 
eben wegen der Winkelgleichheiten an 
den Parallelen auch a*:b':& = a^:bi: c^. 
Folglich ist auch a^:b^:c^-=z a^ib^ic^y 
d. h. nicht nur die Winkel des Drei- 
ecks A^B^C^^ sondern auch dessen 
Seitenverhältnisse sind gleich den 
entsprechenden Seitenverhältnissen 
des Dreiecks AiB^C^ — oder die Drei- 
ecke ^iJSjCi nniA^B^C^ sind ähnlich. 

5) Ganz dasselbe Ergebnis würde aber 
auch für jedes weitere Dreieck A^B^C^ 
entstehen mit Winkeln a, ß, y und Seite c^, 
d. h. es wörde nicht nur: 



<^ ^, = <^ -4,, <^ J?, = ^1, <^ C, 

sondern auch: 



= <c,. 



oder: 



A^B^ : fij6\ : C^A^ = J,C, : C,^, : B^A^ 



S -^8 • ^» ^8 



f , : aj : &i = 6, : a, : Cj = 63 : c^ 



Man erhält daher die Aussage: 

Satz 5. Dreiecke sind ähnlich, 
wenn zwei (also alle drei) Winkel 
des einen Dreiecks so gross sind 
als zwei (drei) Winkel des andern 
(IV. Aehnlichkeitssatz). 



Fignr 4. 
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Erkl. 85. Der IV. Aehnlichkeitssatz gibt 
eine genanere Fassung des schon in Aufgabe 
200 des III. Teiles angestellten Satzes. Während 
dort nnr bewiesen war, dass in ähnlichen Drei- 
ecken alle drei Seiten in gleicher Richtung 
verschieden sein müssten (alle drei grösser 
bezw. alle drei kleiner), so erhält man hier 
die Bestätigung, dass auch das Verhältnis 
bei allen drei entsprechenden Seiten gleich sein 



Oder in anderer Ausdrucksweise: 

Satz 5 a. Wenn in zwei Drei- 
ecken die Winkelgrössen einzeln 
gleich sind, so sind auch die ent- 
sprechenden Seitenverhältnisse 
in beiden Dreiecken gleichgross. 



muss. 



Frage 10. Worauf hat man beim 
Anschreiben einer Aehnlichkeits- 
beziehung besonders zu achten? 

£rkl. 86. Es ist nicht gleichgültig, ob man 
Bchreiht /^.ÄBCe^DEF oder ^ÄBC^EFD 
oder FDE, Sondern wenn links ABC und 
rechts DEF als ähnlich einander gegenüber 
stehen sollen, so muss D der dem Punkt A 
entsprechende Punkt sein, DE ^e der Strecke 
AB entsprechende, Punkt E dem Punkt J9, 
Strecke EF der Strecke J?C, Winkel DEF 
= ABC u. s. w. 

Hat man also richtig /\ ABCess DEF, 

so kann man hieraus, ohne auch die Figur nur 
noch anzusehen, unmittelbar ablesen: 

Punkte As^D, Bs^E, CsssF; 

Strecken ABiBCiCA — DEiEFiFD 

oder auch: 

AB:DE=BC:EF= CA:FD\ 

Winkel ABC= DEF, <^BCA = EFD, 

^CAB=:FDE, 

Erkl. 87. Entsprechende Elemente ähn- 
licher Figuren werden auch homologe Ele- 
mente genannt. Solche sind z. B. beim Dreieck 
die grösste Seite des einen und die gross te des 
andern, der mittlere Winkel beider Dreiecke u. s.w. 
Man findet demnach richtige Formeln für Aehn- 
licbkeit leicht danach, dass man die Anschreibung 
beider Dreiecke in homologen Eckpunkten 
beginnt (z. B. je im Scheitel des kleinsten 
Winkels) und in beiden Dreiecken über homo- 
loge Elemente als zweite weit er schreitet 
(z. B. vom genannten Eckpunkt jedesmal über 
die grösste Seite weitergeht). Dann ist die 
entsprechende Reihenfolge und damit die Bichtig- 
keit der Formel gesichert. 



Antwort. Bei schriftlicher Be- 
zeichnung der Aehnlichkeit hat man 
besonders darauf Rücksicht zu nehmen, 
dass Punkte und Strecken der Figuren 
auf beiden Seiten des Aehnlich^eits- 
Zeichens in derjenigen entsprechenden 
Anordnung und Reihenfolge anf- 
geführt werden, wie dieselben einander 
in beiden Figuren zugeordnet sini 

Wird nämlich dieser Grundsatz beob- 
achtet, so ist es ausserordentlich erleich- 
tert, aus einer angeschriebenen Aehnlich- 
keitsbeziehung die proportionalen Stre- 
cken bezw. gleichen Wiiücel abzulesen: es 
sind eben genau diejenigen Stücke zu- 
geordnet, deren bezeichnende Buchstaben 
auf beiden Seiten der angeschriebenen 
Formel gleiche Stellung haben. 



2) Ueber die Anwendung der Aehnlichkeit auf das 

allgemeine Dreieck. 



Frage 11. Zu welchen Ergebnissen 
gelangt man bei Vergleichung dreier 
Dreiecke, von welchen eines mit den 
beiden andern ähnlich ist? 



Antwort. Man erkennt unmittel- 
bar aus der Definition der Aehnlichkeit 
überhaupt die Richtigkeit der Aussage: 



üeber die Anwenduog der Aehnlichkeit auf das allgemeine Dreieck. 
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Erfcl. 88. Da kongruente Figuren auch 
von selbst ähnlich sein müssen, so erhält man 
besondere Fälle der beiden Sätze, indem man 
in deren Bedingungssätzen die Aehnlichkeit 
durch Kongruenz ersetzt, z. B.: Wenn von 
zwei kongruenten Dreiecken das eine einem 
dritten ähnlich ist — oder wenn von zwei 
ähnlichen Dreiecken das eine einem 
dritten kongruent ist — so ist auch das 
andere dem dritten ähnlich. 

ErkL S9« Ein Beweis der nebenstehenden 
Sätze ist eigentlich unnötig, da sie durch ein- 
fache Ueberlegung klar weilen. Derselbe würde 
so lauten: 

Wenn nach Voraussetzung 

<^A^ =z A^, <^ J9j = B„ <^Ci =^ C^ ; 

und: 

<^Aj = A^, <^ ßj = Bt, <^ Cj = C,; 

aj : 6i : c, = a, : dj : <?„ 
80 folgt unmittelbar auch: 



Satz 6. Wenn zwei Dreiecke 
einzeln mit einem dritten Dreiecke 
ähnlich sind, so sind sie unter 
sich ähnlich. 

Oder in anderer Ausdrucksweise: 

Satz 6a. Wenn von zwei einan- 
der ähnlichen Dreiecken das eine 
einem dritten Dreieck ähnlich ist, 
so ist auch das zweite Dreieck 
diesem dritten ähnlich. 

Die gemeinsame Voraussetzung ist 
für beide Sätze: 

AA^iC^i^^^^.C-,, /SA,B,C,c^A^B^C^ 

und die gemeinsame Folgerung: 



Fra^e 12. Wie kann man von einem 
Dreieck unter Beibehaltung eines 
Winkels und seiner Schenkel- 
richtungen ein dem ganzen Dreieck 
ähnliches Dreieck abschneiden? 



Erkl« 40« Dass durch Parallele zu einer 
preiecksseite ein ähnliches Dreieck entsteht, 
ist schon in jedem der vorausgegangenen vier 
Aehnlichkeitsbeweise angewendet. 

Die Aehnlichkeit der durch zwei Antiparallelen 
erzeugten Dreiecke wird geliefert durch den 
Ansatz der Proportionalität der Seiten nach 
dem Inhalt des fünften Abschnitts im IV. Teile 
dieses Lehrbuches. In solchen Lehrbüchern, 
wo jener Abschnitt nicht selbständig vertreten 
ist, erfolgt daher die Aufstellung jener Sätze 
erst an der jetzigen Stelle nach den Beweisen 
der Aehnlichkeit. 



Antwort. Man erhält ein dem Drei- 
eck ABC ähnliches Dreieck, indem man 
unter Beibehaltung zweier Seiten des- 
selben zur dritten Seite entweder eine 
Parallele oder eine Antiparallele 
zeichnet. Denn das neu entstehende 
Dreieck hat mit dem ursprünglichen 
drei entsprechend gleiche Winkel, näm- 
lich ausser dem beibehaltenen Winkel 
noch an der Parallelen die beiden Paare 
korrespondierender Winkel, an der Anti- 
parellelen die an den beiden Schenkel- 
seiten gegenüberliegenden gleichgrossen 
Winkel. 



Frage 13. Welche Beziehungen 
entstehen, wenn in ähnlichen Drei- 
ecken entsprechende Höhen ge- 
zogen werden? 



ErkL 41* Dass nebenstehende Ableitung 
für alle drei Höhen gleichmässig gilt, geht schon 
aus deren Allgemeinheit hervor. Man beweist 
aber leicht auch einzeln, dass, wenn E und i^ 
die Fnsspnnkte der Höhen ha und hb sind, dann 
auch: 



Antwort. Zieht man in zwei ähn- 
Kchen Dreiecken ABC ^ A'B'O die 
Höhen K und hj und vergleicht die 
entsprechenden Dreiecke ACD und 
A'Oiy bezw. BCD und B'CD', so er- 
kennt man, dass darin a = «', ADG 
= A'D'C = 90<> bezw. ß = ß* und 
BDC = B*iya — 900 ; also sind diese 
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ABEc^Ä'B'E*, ÄCE^A'CBT Dreiecke entsprechend ähnlich nach dem 

""^ hajp^.h'a'jt' n r jp ^^ n' r* n- ^^' Aehnlichkeitssatz wegen Gleichheit 

^ , 1 1. T BCF^Bcr. ^^^.^j. ^.^j^^j^ ^jg^ ACDc^Ä'Oiy und 

Folglich auch: BCDc^B'OI>. Man erhält daher ausser 

^^ ^BÄE=B AE = 90^ß « = a' und /? = /^ auch: 

^CÄE = C^'^ = 90 - y, ^CD = ul'CD' = 90 — «, 

sowie: ßCD r= B'C'D' = 90 — iJ, 

<^^Bi^=^'B'F' = 90-« so^e: 

<^CBi^ = CB'i^ = 90 — y. , a .ä.: . Je — a .ä« . jf 

Und weiter die Proportion : x . i . ^ — i./ . i. / . ., / 

o . nc .pc — o . ne 'Pc 
e'.ha:qa=^ c' : Ä« : ffa Oder ' 

und 

& : Äfl :i?« = &' : Äfl' :pa' a : a' = Äc : Äc' = gc : Je' = 6 : &' = ^c :i>c'. 

oder: Man findet also: In ähnlichen Drei- 

c:c' = Äa:Ä«' = g«:ga' = 2>:5' = pa:pa\ eckeu Werden durch entsprechende 

und femer: Höhen gleichgrosse Teilwinkel ab- 

^^ c : Ä5 :pi> = c' : V : p*' geteilt; und die Höhen selbst, sowie 

a:Ä*:g6 = a':Äft':3fc' deren zugehörige Abschnitte 

oder: stehen in demselben Verhältnis, wie 

c : c' = Äfc : Äfc' = ph ipb* = a:a' = qbi qt'. je zwei entsprechende Seiten beider 

Dreiecke. 

Erkl« 42« Fasst man alle diese Proportionen 
zusammen, so entsteht: 

a:h:e:ha''hb:he:pa''Pb'Pe'qa:qb:qc 

= a' : 6' : c' : Äa' : hb'ihe' :pa : Pb* 'Pe' ' qa : qb' : Je' 

oder : 

€t ha _^ Pa qa & ' Äft 

Pb qb c hc pc gc 

"~ 'p^ "" 'qb^ ~ C' "" he' "~ l>c' "" qe" 

nebst sämtlichen daraus hervorgehenden Einzel- 
proportionen oder Gleichheiten. ^^^^^^^ 

Frage 14. Welche Beziehungen 
entstehen, wenn in ähnlichen Drei- 

ecken die Mittellinien gezogen Antwort. Zieht man in zwei ähn- 
^*™®°'^ liehen Dreiecken ABC ^ A'B'C die 

ErU. 48. Nennt man E xmi F hier die Mittellinien m« und mj und vergleicht 

Halbienuigspnnkte der Seiten a nnd b, so werden die entstehenden Dreiecke ACD und 

wieder nach dem II. Aehnlichkeitssat« auch die j^c^j)! ^e^^, ßCD und B'Ciy, SO er- 

DreiecKe: , . , . ^ -r> 

ÄBE^Ä'B'E, ACE^Ä'CE-; ^^^ f*°' ^ass im ersteren Paare 

BÄFe^B'Ä'F' BCFesiB'CF' jedesmal der Winkel a, im letztem der 

Denn wenn z. B.', wie nebenstehend a:c Winkel /? vorhanden ist Ausserdem ist: 

= a* : c', so ensteht durch Division der zweiten AD =i BD =z — A* D* =z B* D' = -^ 
Proportionsglieder auf beiden Seiten : 2 ' 2 ' 

«._!__„*.«' also fürs erste Dreieckspaar : 

Es ist also nicht nur für me die Gleichheit ^CiAD = b.-^=zh':—=iA*C:A'D\ 
der entsprechenden Winkel- und Streckenver- j u • »x t\ • t 

hältnisse erwiesen, sondern für jede der drei ^^^ ebenso im zweiten Dreieckspaare. 

Mittellinien : Folglich ist nach dem 11. Aehnlichkeits- 

^((?Wo) = (c'ma% <^(btna) = (h'ma')\ Satz SOWOhl: 

^(cnib) = (c'fWftO, <^{amb) = (a'iw/) /^s^ODss» A'C'D' als /^BCDts^B'C D\ 
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und allgemein: 


und folglich: 




a :b ie:t9ia:tHh:fne =: a* :h' :c' : m«' : m*' : m«' 


^ACD — A'Ciy, 


^ADC = Ä'D'C 


oder: 


und 




a nta h mb c nte 
a' ma' h* mb* e' w«' 


Ferner : 


^BDC=:B'D'C. 



erhalten, aber dafür zweierlei neue Winkel- 
gleichheiten, während für die Höhen zweierlei 
nene Proportionen, aber nnr einerlei nene 
Winkelgleichheiten entstanden. 



ö : -5- : f«c = o' : -^ : nie' 



and 



i . 



a : -^ : fWc = a : -^ : w« 



Man findet also: In ähnlichen Drei- 
ecken werden durch entsprechende 
Mittellinien gleichgrosse Teil- 
winkel gebildet, und die Mittel- 
linien selbst stehen in demselben 
Verhältnis, wie je zwei ent- 
sprechende Seiten. 



Frage 16. Welche Beziehungen 
entstehen, wenn in ähnlichen Drei- 
ecken die Winkelhalbierenden ge- 
zogen werden? 

Erkl« 44. Anch hier entstehen wieder die 
weiteren Winkelgleichheiten und Proportionen, 
80 daas allgemein; 

^(aipa) = {a'wa') und <^(btob) = ih'icb'), 

sowie: 

a : h : c: IC oi i€b ' tPe ' Ua'' Ub i Ue : Va : Vb : Ve 

= a' : 6' : e* : Wa' : trb* iwe': Ua lUb'iUe*' Va : Vb^'-^c 

oder: 



Uta 



Ua 



Va 



Üb' 



Wa 
rb 
Vb' 



Ua 

C 



Va 

Ufe 

U>e' 



h' 

Uc 
Uc' 



Ufb 

Vc 
Vc' 



Erkl. 46. Nicht nur die ganzen HOhen, 
Mittellinien, Winkelhalbierenden verhalten sich 
wie die entsprechenden Seiten, sondern auch 
deren entspr^ende Teilstrecken; Bezeichnet 
man mit JP den Schnittpunkt der Linien, so 
sind auch jedesmal Dreiecke ähnlich von der 
Gestalt APDe*^A'P'D'y also auch etwa die 
unteren Abschnitte der Höhen, Mittellinien, 
Winkelhalbierenden in einem Dreieck wie jene 
im andern u. s. w. Zum Beweis benutzt man 
jeweils die Aehnliehkeit solcher Dreiecke: 

APDessA'P'D', 

Denn darin ist z. B. für die Höhen ausser dem 
rechten Winkel aus Antwort der Frage 13 zu 
entnehmen : 

<^ (hac) = <^ (ha'c') und qc : qc' =^ a i a' " • 

Für die Mittellinien ebenso aus Antwort der 
Frage 14: 

^{mac) = {ma'e') und (tptcc) = (m/c'); 



Antwort. Zieht man in zwei ähn- 
lichen Dreiecken ABC c^ A'B'C die 
Winkelhalbierenden tOc und w^' 
und vergleicht die entstehenden Dreiecke 
ACD und A'OD' bezw. BCD und B'CD', 
so erkennt man, dass diese Dreiecks- 
paare entsprechend ähnlich sind nach 
dem IV. Aehnlichkeitssatz wegtn Gleich- 
heit je zweier Winkel, nämlich im ersten 

Paare a = a' und |- = ^, im zweiten 

Paare ß = ß* und wieder ^ = ^• 

Folglich ist auch hier wieder <^(wcc) 
= i^J<^i und zwar nach beiden Seiten 
von Wc gemessen, sowie auch: 

a : Wc : rc = a' : u^e* ' Vc* 

und 

ft:«7c:«c = 6':irc':«f', 

oder zusammengefasst : 

a\a* z=zh\h* =^Ufe'-U}c =^Ue\ Uc = Ve : Ve» 

Also findet man: In ähnlichen Drei- 
ecken bilden entsprechende Winkel- 
halbierende gleichgrosse Winkel 
mit den Gegenseiten; und die 
Winkelhalbierenden selbst, sowie 
deren Seitenabschnitte stehen in 
demselben Verhältnis, wie je zwei 
entsprechende Seiten. 
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fQr die Winkelhalbierenden ebenso: 

(WaC) = (iCa'cf) und (WeC) = («7«'«'). 

(Fflr die Mittellinien folgt dasselbe auch ans 
deren bekannter gegenseitiger Teilnng im 
VerhSltnis 1 : 2.) 

Erfcl« 46« Nicht nnr fQr die Abschnitte solcher 
Linien gleicher Art, sondern anch für solche un- 
gleicher Art gelten dieselben Gesetze. Ist etwa 
AQC das Dreieck ans b, nia, tce in beiden ähn- 
lichen Dreiecken, so hat man nach dem vorigen : 

<):(tm«)= (6'»!«') und <^{hurc) = {h'tcc% 

also ÄQCf^^AQ'C*, nnd somit bilden auch 
(maWe) und (matce*) gleichgrosse Winkel mit- 
einander, nnd die Abschnitte AP-.Ä'P' und 
CPiCP* stehen im gleichen Verhältnis wie 
a:a* n. s. w. 



Frage 16, Welche weitere Be- 
ziehungen derselben Art wie in vorigen Antwort. 1) Unter die Anwendungen 
Antworten lassen sich aufstellen? derselben Art von Beziehungen fallen 

die Badien der Umkreise und die 

Erkl. 47. Bei den in vorigen Antworten Mittelsenkrechten. Denn von dem 

behandelten Strecken war immer eine Dreiecks- cj^v^i**«.««!,*« n ^^i^^«« Air^ *i*r»; -d«^!*«« 

Seite selbst vorhanden, so dass das Verhältnis Schnittpunkte gehen die drei Eadien 

der nntersnchten Strecken von selbst gleich ^ und die drei Mlttelsenkrechten aus. 

dem Verhältnis der entepredienden Seiten In jedem Dreieck derselben ist eine 

wnrde. Bei der Gröase r geschieht dieselbe halbe Dreiecksseite, ein rechter Winkel, 

h\rÄÄiiÄfbrsS^S£ «-d der Winkel an ist «:leich dem 

sich wie die ganzen. Bei der Strecke ^ geschieht (jCgenwinkel des Dreiecks, aiSO auch: 

dieselbe Vermittlung durch die Tangenten- a : a' = • • • = r : r* = «a : «a' = • • • 

abschnitte^ bezw. t\ t'\ t'" (siehe Antwort ,,_j v,/^^\ /^/^a „ « ^ 

der Frage 66 des IV. Teiles). Würde keine ^^^ ^K^V — ^r a j u. S. w. 

solche Strecke vorhanden sein, so fände sich 2) Dasselbe gilt von den Radien 

bloss für die Seiten ar, y, z eines solchen Drei- der In- und Ankreise. Denn in den 

S'dffr witn^'^'^.T^. ^Z\ Schnittpunkten M treffen sich die drei 

Nnn aber hat der Tangentenabschnitt die Grösse Kadien q^ bezw. Qa, Qb, Qc und die drei 

8 — a bezw. « — 6, s — c oder «. Und ans den Winkelhalbierenden. In jedem Dreieck 

einfachen Sätzen über Proportionen (s. Erkl. 73 derselben ist ein rechter Winkel und 

des VI. Teiles) folgt, dass s : s' = a : a' = . . ., • Upiup^ DrPiPrlrqiviiilrpl • mA Miie 

nnd auch {« - a) : (a' - a') = a : a' • • • Da ^\ üaiDer ureiecKswinKei , unü eine 

also eine Strecke der Dreiecke für q schon in Seltenstrecke ISt gleich der Dlfierenz 

diesen Grössen ausgedrückt ist, so gilt die zwischen der halben Seitensumme und 

Proportionalität für alle. der Gegenseite. Polglich auch : 

a:a* = '-* =z g^ : g^* =:: Qa : ga- = • • • 

Erkl. 48. Für die Umfange wendet man «x t?,,^i,v>, prhÄlt man dip«?i>lbe Be- 

am besten die dritte der in Erkl. 6 angestellten . ^) ^^r ?^ ^^Iiail man Oieseioe üe- 

Darstellungen an. Ist a.a* =z h.b* = c: c\ saehung für irgend welche durch Addition 

so kann man setzen: oder Subtraktion der proportionalen 

a = x-a' Strecken gebildete Zusammenstellungen 

h^X'h* derselben. So besonders für die Um- 

c = X'e\ fange der Dreiecke, und zwar so- 

also durch Addition: wohl der Ursprünglichen Dreiecke ABC 

a+i,-fc = *.a'+x.&'-fx.c' = x(a' + 6' + (;'), ^^^ A*B*(y als auch irgend welcher 

folglich w = X.W', s = X'8\ also auch: ' Teildreiecke ACD oder APD oder^^C' 

tt : m' = a : a' = . . . = s : «'. wic Oben mehrfach. Denn gilt für die 

Ebenso für jedes beliebige Dreieck solcher Seiten die Proportionalität einzeln, so 

Strecken nach derselben Methode. gilt dieselbe auch für die Seitens ummen. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der sinflUirUclie Prospekt «nd d» smfllhrUehe In 

haltsyerzeichnis der ,,yöll8tandig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Eleyer^ kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Yerlagshandlung g^Hs und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten and gut hrochiert, um den sofortigen und daaern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklftrungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie ans dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedentung 
fOr die Interessenten. 

6). Das Werk enthalt Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefiflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorsüglichste Lehrbuch 
sum Selbststadiomy das vortrefflichste Nachsohlagebnch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. - 



Das vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



M 



Halbjihrlich erscheinen Nachtrage über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



l)rtit!k von Carl Hammer in Stuttgart. 
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Vollstäiiug gelöste 




Aufgaben - Sammlung 

- nebst Anhängen ungelöster Aofgaben fdr den Scbnl- & Selbstnnterricbt — 

mit 

iDgabe nad Entilcklnng der benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen nnd Antworten 

erläutert darch 

viele Holzsclinitte & lifhograpL Tafeln, 

aus allen Zweigen 

der Rechenkiinst, der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen a. Bph&rischcn 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) n. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Mechanik, Graphostatik, Chemie, Geodäsie, Nautik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brilcken- u. Hochban's; der Konstrnktionslehren als: darstell. Geometrie, Polar- u. 

Parallel-PerspectiTO, Sehattenkonstmktionen etc. etc. 

für 

Schüler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Technilcer jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium, zur Forthülle bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben yon 

]>r« Adolph Kleyer, 

Mathematiker, Tereidoter kOnigl. prensi. Feldmesser, vereideter grosah. hessischor Geomoter I. Klasse 

in Frankfurt a. M. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 



Ebene Elementar-Geometrie (Planimetrie). 

i Siebenter Teil. 

Die Aehnlichkeit der geradlinigen Figuren. 

1 Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. Dr. J. ^aehs« 

Fortsetzung von Heft 1316. — Seite 17—32. Mit 6 Figuren. 
i Inhalt: 



I üeber die Anwendttog der Aehnlichke-it auf da» allgemeine Preieck. — lieber die Anwendung der Aehnlichkeit 
a anf die besonderen Dreiecke. — Ueber die Anwendung der Aehnlichkeit auf das Viereck. 



s Stuttgart 1894. 

I Verlaer von Julius Maier 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M, 1881, 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliclieg zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 /^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Geaamtgeblete der Mathematik, Pkjsik, 
Mechanik^ matb. Geographie, Astronomie , des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brficken- und Hoehbanes, des konstruktiTen Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollst&Bdig 
gelöster Form, mit Tielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelnng' der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw, wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich In Ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngrelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezOglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
äberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern ftLr den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften fftr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsrerzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen aber das betrelfende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealschnlen I. und II. Ord», g^leleb- 
berechtigten höheren Bärgersehnlen, PrlTatsehnlen, Gymnasien, Bealgymnasien, Pro- 
gymnaalen , Sehullehrer - Seminaren , Polytechniken , Techniken , Bavgewerksehnlen, 
Gewerbeschulen, Handelssehnlen, techn. Torbereitnngsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortblldungsschnlen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwissenschaftsscbnlen, 
Mllitärschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- und Offlzlers-Examen, etc. 

Die SchQler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese. Schritt fflr Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnei^ hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die llberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zn lösen, die ge- 
habten Begeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zn verwerten« Lust, Liebe 
und Ferbtändnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingeniearen, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischnng der erworbenen und vielleicht vergesseneu 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufa- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die YerlagshandluDg« 
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Frage 17. Unter welchem Gesicbts- 
ponkt lassen sich die Ergebnisse der 
vorigen Antworten zusammenfassen? 



Erkl* 49« Hohen, Winkelhalbierende, Um- 
kreisradien fallen nnter die erste Gattung der 
nebenstehenden Linien, ihre zogehörifen Teil- 
dreiecke sind ähnlich nach dem lY. Satze; 
Mittellinien fallen nnter die zweite, mit Aehn- 
lichkeit der Teildreiecke nach dem II. Satze; 
Mittelsenkrechte nnd Radien der Berührnngs- 
kreise gehören zur dritten Qroppe; Mittel- 
parallelen eines Dreiecks (oder nach Frage 12 
gezogene) mr vierten Gruppe. 

Erkl« 50« Linien von der Art in neben- 
stehendem Satze in ähnlichen Figuren überhaupt 
nennt man „ähnlich liegende Linien^, ihre 
Schnittpunkte „ähnlich liegende Punkte"^. 



Antwort. Als Zusammenfassung der 
vorigen Ergebnisse kann man folgende 
Aussage machen: 

Satz 7. Zieht man in ähnlichen 
Dreiecken entweder (1,2) von ent- 
sprechenden Eckpunkten aus oder 
(3,4) von solchen Punkten, welche 
zwei entsprechende Seiten im 
gleichen Verhältnis teilen, Stre- 
cken von der Eigenschaft, dass sie 
(1,3) mit entsprechenden Seiten 
gleiche Winkel bilden oder (2,4) 
entsprechende Seiten im gleichen 
Verhältnis teilen, so verhalten 
sich solche Strecken als ganze, sowie 
in entsprechenden Abschnitten, wie 
je zwei entsprechende Seiten, und 
bilden mit entsprechenden Strecken 
gleiche Winkel. 



Frage 18. Welche Umkehrung ge- 
stattet der vorige Satz in Bezug auf 
die Aehn lichkeit sbe dingungen? 



Erkl. &1. Unter Benutzung der nehen- 
stehenden Ergebnisse ist z. B. der Nachweis zu 
fahren, dass zwei Dreiecke ähnlich sind, 
wenn in ihnen gleichgross ist das Ver- 
hältnis zwischen der Mittellinie und 
Winkelhalbierenden an der entsprechen- 
den Ecke und etwa der Winkel zwischen 
der kleinern dieser beiden Strecken und 
der geschnittenen Seite nach Grösse und 
Lage. Denn aus der Aehnlichkeit der Teil- 
dreiecke {fnic) folgt Gleichheit aller Winkel 
{mc) und (icc), daraus Aehnlichkeit der beider- 
seitigen Teildreiecke — und hieraus die Pro- 
portionalität der Seiten selbst und Gleichheit 
der Winkel. 



firU. 62* Ebenso ist z. B. ein Dreieck ein- 
deutig bestimmt, wenn wie oben, gegeben ist 
das Verhältnis zwischen der Mittellinie und 
Winkelhalbierenden an einer Ecke, der Winkel 
zwischen einer dieser Linien und einer an- 
stosaenden Seite, nebst der Länge etwa einer 
beliebigen Hohe. Denn man braucht nur unter 
sämtlichen ähnhehen Dreiecken, welche der 
obigen Bedingung genügen, ein solches (durch 
Konstruktion oder Rechnung) herauszusuchen, 
^ welches die bezeichnete Höhe den verlangten 
Wen hat. 



Sachs, Ebene Elemeutar-Geometrie. YII. 



Antwort. 1) Als Umkehrung des 
vorigen Lehrsatzes erhält man die Fol- 
gerung, dass man zum Nachweis der 
Aehnlichkeit zweier Dreiecke nicht 
immer die Gleichheit der Verhält- 
nisse zwischen Seiten selbst, sondern 
auch zwischen ii'gend entsprechenden 
ähnlich liegenden Strecken be- 
nützen kann. Denn aus der Propor- 
tionalität von Höhen, Eadien u. s. w. 
folgt rückwärts ebenso durch Aehnlich- 
keit entsprechender Teildreiecke auch 
wieder die Proportionalität dör 
Seiten selbst und Gleichheit der 
Winkel — also die Aehnlichkeit 

2) Werden aber auf solche Weise 
die Bedingungen der Aehnlichkeit er- 
weitert, so können ebenso auch die 
Bestimmungsstücke für Konstruk- 
tion erweitert werden. Und wie 
oben in den Antworten der Fragen 5 
bis 9 Dreiecke eindeutig bestimmt waren 
durch entsprechende Seitenverhältnisse, 
Winkel, und die Grösse einer einzelnen 
Seite, so können nunmehr Dreiecke 
eindeutig bestimmt werden, wenn 
zwei Verhältnisse zwischen ähnlich 
liegenden Strecken nebst einer 

a 
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einzigen Streckengrösse gegeben 
sind. (Man vergleiche hier auch die in 
Aufgabe 26 am Schluss dieses Teiles 
aufgestellten Einschränkungen der All- 
gemeingültigkeit dieser Ergebnisse.) 



Frage 19. In welcher Beziehung 

stehen die Flächen ähnlicher Drei- Antwort. Ist der Inhalt des eines 

Dreiecks -^^, des andern -^-5—, so ver- 

ErkL 58. Derselbe Satz in der einfachsten halten sich beide Grössen wie gh : ff'h' 

Gestalt ist bereits als Satz 19 im V. Teile dieses , /\^ g h ^ •+'h ii 

Lehrbuches gefunden worden. Dort ergab sich oaer -^7 — ~g^'W aber nach 

aus anderen Ueberlegungen ^:/\* =^a'h:a*'h\ u ^ 

A ^ <» ^1 . A A/ 0/0 Antwort der Frage 17 — - = -^, also 

und wegen — = -- folgte A • A = «^ ' ^^' ^ 9 



r i 



wird -^ = A-'A- = -^ oder A : 

Erkl. 54. Man beachte die Uebereinstiramung 2 . /» ^ ^ ff 

in den Dimensionen: Aehnlich liegende — 9 '9 • 

Streckengrössen verhalten sich wie ent- Man erhält also die Aussage: 
sprechende Längen, entsprechende Flächen- o4.otii4.«i.ti. Ti 

grossen aber wie die Quadrate entsprechender ^^^Z ö. inüalte annlicner Drei- 

Längen. (In richtiger Fortsetzung müssen sieh ecke verhalten sich wie die 

entsprechende Körpergrössen wie die Kuben Quadrate je zweier entsprechen- 
entsprechender Längen verhalten.) ^j^^ Selten (also allgemein je zweier 

ähnlich liegenden Strecken). 



Frage 20. Welche Eigentümlichkeit 
zeigen die Schnittwinkel zwischen 
irgend welchen Seiten oder beliebigen 
Linien eines Dreiecks mit den ent- 
sprechenden ähnlich liegenden eines Antwort. Nach Lehrsatz 38 des 
ähnlichen Dreiecks? n. TeUes dieses Lehrbuches bilden von 

Erkl, 55. Der Beweis für Satz 38 des den Schenkeln zweier gleichgrossen 
IL TeUes geschieht am einfachsten dadurch, Winkel das erste Schenkelpaar den- 

dass man zu den Schenkeln der beiden Winkel, selben Winkel wie das zweite. NuD 

deren Gleichheit man zu beweisen wünscht, bilden aber nach Satz 7 Seiten und 
durch einen beliebigen Punkt OParM^^^^^ beUebige Linien eines Dreiecks mit- 

Dann ergibt eine einfache Subtraktion der als . j° , . , „,. , ^^'»^'^^ 

gleich bekannten Winkelgrössen vom einander gleichgi'osse Winkel, wie die 
grössten Winkel der entstellenden Figur auch entsprechenden ähnlich liegenden eines 

die Gleichheit der zu untersuchenden Winkel, ähnlichen Dreiecks. Folglich wer- 

ErkL 66. Man kann nebenstehenden Satz den Seiten und beliebige Linien 
auch so aussprechen: Bilden irgend zwei ent- eines Dreiecks VOn den ent- 
sprechende Linien zweier ähnlichen Dreiecke sprechenden ähnlich liegenden 
einen gewissen Winkel miteinander so irgend eines ähnlichen Dreiecks 

bilden le zwei entsprechende Linien beider ° . . 1 . 1 ^ ^" \J^\ . , 

Dreiecke denselben Winkel. unter stets gleichgrossem Winkel 

Also erhält man insbesondere: Sind irgend geschnitten, 
zwei entsprechende Linien zweier 
ähnlichen Dreiecke zu einander parallel 
oder zu einander senkrecht, so sind 
sämtliche entsprechenden Linien bei- 
der Dreiecke zu einander parallel 
oder zu einander senkrecht. 

Der erstere dieser beiden Fälle wird später 
in Antwort der Frage 22 und Abschnitt 5 noch 
besonders zur Geltung kommen. 
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Frage 21. Welche wichtige Folge- 
rung gestattet die vorige Antwort? Anwort. Das Ergebnis der vorigen 

Antwort liefert folgende wichtige Um- 

ErkL 57» Die nebenstehende Umkehrnng kehrung: 
ist noch wichtiger als der vorhergehende Sata «j_** x\t • ^ ' r\ '^ i ^ 

selbst, Derselbi Satz gilt nicht nur für die Satz 9. Wenn in zwei Dreiecken 

Seiten des Dreiecks, sondern für beliebige drei drei einander entsprechende 
ähnlich liegendeStrecken zweier Dreiecke; Geraden paarweise denselben Will- 

er kommt aUerdings für die Seiten selbst und ^^i miteinander bilden, SO sind die 

zwar gerade m der besondem Form Satz 9 a, t\ • i »i^i'u 

am häufigsten vor. Dreiecke ähnlich. 

Der Beweis kann als Umkehrungsbeweis Oder für speziellen Fall ausgedrückt: 
indirekt geführt werden, oder auch direkt nach -,. ^ ^»r ^-^^i^^io^ü.^^ 
Sat« 37 des «weiten Teiles, und zwar ebenfalls SatZ 9 a. W enn die drei Seiten 
nach der in Erkl. 65 angegebenen Weise. (Man zweier Dreiecke entweder paar- 
vergleiche auch Aufgabe 26 am Schlüsse dieses weise parallel oder paarweise senk- 
'^®*'®^) recht sind, so sind die Dreiecke 

ähnlich. 



Frage 22. Zu welchem Ergebnis 

gelangt man nach Satz 9, wenn zwei 

beliebige ähnliche Dreiecke in diejenige ^ 

Lage gebracht werden, dass iigend . . . t> • ^ j- ti • i 

zwei entsprechende Seiten parallel , ^^*^^^- ^1^°?* T"" *lf ^Tf ^ 
gjjj^P ^ ^ Aj^B^Ci^A^B^C^ m Figur 5 und 6 m 

die Lage, dass A^B^ || A^B^, so muss 

ErkL 68 Dass alle drei Verbindumrs- ^^^^^ *^^ Winkelgleichheit a, = a^ 
linien A,A,] B,B,, C,C, durch denselben ^uch A,C\\\A^C^ und wegen /^i = /^a 
Punkt S gehen, kann man aus Satz 3a des auch B^C^ \\ B^C^ werden. Und ZWar 

vorigen VI. Teiles schUessen. Denn danach wird bei allen dreien die Parallelität 
müssen die Endpunkte C,, C, der Parallelen gleichlaufend oder ungleichlaufend, wenn 
Ä,C,\\Ä^C^ auf derjenigen Geraden hegen, ?.j . o-^ ^»j^-^ 

Welche d?e Strecke ^/^, {^gleichem Verh^tnis ^ei der ersten Seite AB das eme 

teilt, wie A^C^xA^C^, Dies gilt vom Punkte oder das andere zutraf. 

s, also geht auch c^c^ durch s. Verbindet man nun in jedem dieser 

13 1.1 EA ir 1 X I • V* j r»- K beiden Fälle die entsprechenden Eck- 

ErkL 59. Man erkennt leicht, dass Figur 5 ,. ^^ jr»r> « x^x^i,* 

und 6 sich decken mit der FigurU des vorigen Punkte A,A^ und B^B,, SO entsteht 

VI. Teiles, indem s der Scheitel des Win- ein Schnittpunkt S, für welchen nach 

kels ist, dessen Strahlen SA, SB, SC auf den Satz 2 und 3 des VL Teiles die Be- 

Parallelen die proportionalen Stücke ausscbnei- ziehun? g'ilt* 

den; und zwar gilt Figur 6 für den Fall, dass cc— rc c_^» ah 

beide Parallelen im gleichen Winkelraume lie- A^S: A^S — B^S: B^S — -AjB, : A^B^ 

gen, Figur 6 für denjenigen, dass dieselben im also : 

Winkel und Scheitelwinkel liegen. ==<, ig — 5 ^j, =...=:x. 

Erkl. eo. Die vorstehende Erklärung der Verbindet man ferner C\ und C^ 
Figuren 5 und 6 kann auch als Definition und schneidet diese Lmie mit emer der 

der Aehnlichkeit überhaupt verwendet vorigen, etwa^ij-^^, SO wird aUch für 

werden Alan bezeii^hnet demnach Dreiecke 4^^ ng^en Schnittpunkt: 

dann als ähnlich, wenn sie in diejenige '^ __ 

Lage gebracht werden können, dass die A^S: A^S ^ C^S: C,5 = A^Ci : -4,Cj, 

Verbindungslinien entsprechender Eck- also ebenfalls: 

punkte durch denselben Punkt gehen, __ ^__r.i,_ _ 

und die Abstände derselben von diesem "" "» a, — 0, .o, — • . . — x. 

Scheitel ein bestimmtes gleichbleiben- Folglich muss der neue Schnittpunkt 

des Verhältnis haben. Wird diese Definition S mit dem vorigen Schnittpunkt S ZU- 
zn Grande geleckt, so lässt sich wieder mittels commanfallpri 
derselben Sätze 2 und 3 des vorigen VL Teiles sammeniaiien. 

die Proportionalität aller Seiten und Gleichheit dieser gemeinsame Schnittpunkt 

«Her Winkel nachweisen. Femer folgt, dass S der Linien A^A^, ^i-^s? ^1^2 beisst 
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Figur 5. 



Figur Q. 





die Möglichkeit der Herstellung solcher Lage 
der Dreiecke vorhanden ist: 

1) bei Proportionalität aller drei Seiten, 

2) bei Proportionalität zweier Seiten und 
Gleichheit des eingeschlossenen Winkels, 

3) bei Proportionalität zweier Seiten und 
Gleichheit des der grösseren gegenüberliegenden 
Winkels, 

4) bei Gleichheit aller drei Winkel. 

Erkl. Gl* Die Verbinduugsstrecke je zweier 
entsprechenden Punkte wird yom äussern 
Aehnlichkeitspunkte äusserlich geteilt 
im Verhältnis a^:a^, vom innern Aehnlich- 
keitspunkt innerlich geteilt in demselben 
Verhältnis a, : a,. Und diese Beziehung bleibt 
bestehen für jegliche Lage der ähnlichen Figuren 
zu einander, bezw. der Aehnlichkeitspunkte zu 
den beiden Figuren. Die gegenseitige Lage 
der Dreiecke in Figur 6 und 6 nennt man die 
„perspektivische Lage^, im Vergleich dazu 
heisst jede andere Lage zweier ähnlichen Fi- 
guren die schiefe Lage. 



Aehnlichkeitspunkt für die beiden 
Dreiecke A^B^C^ und A^ B^ C^. Sind A , B^ 
und die anderen Seiten gleichlaufend 
parallel A^B^ und den anderen, so liegtS 
ausserhalb der Verbindungsstrecke 
je zweier entsprechenden Punkte 
und heisst äusserer Aehnlichkeits- 
punkt Sa (siehe Figur 5). Sind aber 
A^B^ und die anderen Seiten ungleich- 
laufend parallel A^B^ und den an- 
deren, so liegt S innerhalb der 
Verbindungsstrecke je zweier ent- 
sprechenden Punkte und heisst 
innerer Aehnlichkeitspunkt /S, (siehe 
Figur 6). 

Für jeden dieser Punkte aber gilt: 

Ä^S\Ä^S= BiS:BtS= C^SiC^S^i a^:a^ 

Dagegen ist einzeln für den äussern 
Aehnlichkeitspunkt: 

Ai Sa : A^ Sa :A^A^ = aiia^i (a^ — a,), 

dagegen für den innern Aehnlich- 
keitspunkt: 

-4, Si : A^ Si : A^A^ = a^: a^ : (a^ -j" <»«)• 



Frage 23. Wie lässt sich mittels 
voriger Antwort der allgemeine Satz 7 
anders beweisen? 

£rkL 62. Aehnliche Dreiecke entstehen in 
Figur 5 und 6 eine ganze Reihe noch ausser 
A^ B, Cj ö\9 A^ B^ C,. Aehnlich werden nämlich — 



Antwort, Um den Satz 7, welcher 
die Ergebnisse der ihm vorhergehenden 
Antworten in sich schliesst, nach Figur 5 
oder 6 zu beweisen, bringt man die zu 
behandelnden Dreiecke erst in die Lage 
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nach welchem Aehnlichkeitssatee man anch prtt- A^B^C^ und A^B^C^ dieser Figur. Dann 

fenwiU-dieDreieckBpaarefttr beide Figuren: \^q^q^ die entsprechenden Linien der 

A^SB^osA^SB^, B^SC^t^B^SC^, einen und andern Figur von selbst ähn- 

c^SAiC^c^SA^ liehe Dreiecke mit dem Scheitel S, so 

Femer, ^«»^ ."^^^ ^ ^«it!^'"^l^.^♦''«iw dass ohne weiteres auch die Verhältnis- 

5:??m^i?^; c. ^l^ili^iT:^^^ '''""'"^' gleichhdt einleuchtet. Denn Linien mit 

A,SD,^A,SD,, B,SD,^B,SD,) gleichen Winkeln gegen entsprechende 

aber auch- Seiten werden parallel, Punkte, welche 

A,D,c,^A,D,c,uaA B,D,c,^B,D,c^ entsprechende Seiten in gleichen Ver- 

hältmssen haben, werden „ähnlich 

Erkl. 68. Die früher (Erkl. 60) gegebene liegende Punkte". Auf beide Arten 

Erklärung ähnlich liegender Elemente entstehen immer wieder ähnliche Teü- 

beider Dreiecke lässt leUt die einfachere Aus- , ^. ^i ^ ^.. , o x. -l ^ a j 

drucksweise in, dass ähnUch liegende Punkte dreiecke mit dem Scheitel S, und aus 
anf derselben Geraden dnrch 8 und im be- diesen ergibt sich die Proportionalität 
stimmten Abstandsverhältnis a^ia^ von der entsprechenden Strecken bezw.Gleich- 
dem8eU)enentferatliegeiLAehnlich liegende ^^jt entsprechender Winkel. 
Geraden sind je zwei Verbindungslinien ahn- ^ 

lieh liegender Punkte. 



Frage 24. Zu welcher Zweiteilung 
desAehnlichkeitsbegriffs gelangt Antwort. Vergleicht man die Drei- 
man durch Vergleichung der Figuren 5 ecke A^B^C^ und A^B^C^ der Figur 6 
und 6? und 6 in Bezug auf ihre Umlaufsrich- 

tung, so findet man, dass der Umlauf 
A — B — C sowohl bei A^ B^ C^ als auch 
bei A^B^C^ jedesmal der positive ist, 

Er«. 64, Dieselbe Unterscheidung wie ^- ^' g^^n den Uhrzeiger. Nun bleibt 
nebenstehend wnrde schon beim Kongruenz- aber die Aehnlichkeit bestehen, wenn 
begriff vorgefunden (siehe die Antworten der eines der Dreiecke umgeklappt wird — 

l'^^^^^'^^l^'- 'uf^ f^'^^^t^ ^''^^^ ^^ nicht aber die Einheit des Punktes 8. 

III. Teiles); gleichlaufend kongruente ttt* j v • tv • i ii ^ 

Figuren köinen zur Deckung gebracht werden Wird aber ein Dreieck umgeklappt, SO 
durch ParaUelverscbiebung und Drehung allein, ändert sich dadurch seine Umlaufs- 
uugleichlaufend kongruente Fignren be- richtung. Man unterscheidet demnach 
dürfen ausser Parallelverschiebung und D^^^ gleichlaufend ähnliche Dreiecke 

auch noch der Umklappung, um zur Deckung ®, i«vi x» j«vi'i.ta 

gebracht werden zu können. ™d ungleichlaufend ähnliche Drei- 

Ebenso gelangen gleichlaufend fthn- ecke, oder allgemein gleichlaufende 

liehe Figuren in die Lage der Figur 5 und 6 und ungleichlaufeude Aehnlich- 
schon durch Drehung allein, ungleich- j^^j^ _ j^ nachdem der Umlauf durch 
laufend fthnliche Figuren erst durch Dre- j. . j o. v j ox» i u • 

hung in Verbindung mit ümklappung. (Par- ^^ einander entsprechenden Stucke bei- 
aUelverschiebung ist Überhaupt nicht nötig, um der Dreiecke in gleicher oder ungleicher 
die Lage der Figur 5 und 6 , die sog. „per- Richtung geschieht Von zwei ungleich- 
spekUvisch Ähnliche Lage" hervorzu- laufend ähnlichen Figuren muss man die 
"^^"'^ eine erst umklappen, um dieselben in 

die in Figur 6 oder 6 dargestellte gegen- 
seitige Lage bringen zu können; denn 
in perspektivische Lage können durch 

nich?^wf*d5~SJS?rtf*&ä?k" iTc ^*'°°«^ «^'«^ °" gleichlaufend ahn- 
der Figur 5 ist, erkennt man daraus, dass de? l^che Dreiecke gelangen, so dass deren 
kleinste Winkel «in Figur 6 links, in Figur 6 Seiten entweder Sämtlich gleich- 

rechts liegt, dass also der Durchlauf der grössten laufend parallel (äusserer Aehulich- 

Seitc ^B, in Figur B von links nach rechts, keitspunkt) oder sämtlich ungleich- 

m Figur 6 dagegen von rechts nach links statt- , ^ j 1 1 i • j /• a i. 

findet - und dabei bleibt jedesmal der Innen- laufend parallel sind (innerer Aehn- 
raum des Dreiecks zur Linken. lichkeitspuukt). 
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3) üeber die Anwendung der Aehnlichkeit auf die 

besonderen Dreiecke. 

Frage 25, Welche Abänderung er- 
faliren die vier Aehnlichkeitssätze für 
das gleichschenklige Dreieck? 

Antwort. Im gleichschenkligen 

Dreieck sind zwei gleiche Seiten und 

zwei gleiche Winkel. Die erstere dieser 

beiden Beziehungen stellt aber eine An- 

v 1.1 i»i> o- ;i V A 1. j- o * gäbe dar über das Verhältnis zweier 

Erkl« 66. Sind 0,1», c, und ««6, c« die Seiten g.. -v i.«Ti,j tt 

zweier gleichschenkligen Dreiecke m^er gewöhn- Seiten, Sie besagt nämlich, das V er- 

lieben Besseichnnng, so ist stets a^ = h^ und hältnis sei gleich 1. Daher stimmen 

a, = fej. Also kann man entweder setzen: sämtliche gleichschenkligen Dreiecke 

aj:&j = a, ifej = 1 Überein in einem Seitenverhältnis, 

und dann muss als weitere Aehnlichkeitsbe- nämlich dem der beiden Schenkel, wel- 

dingung hinzukommen a,:c, = a,:c,. Oder man ^.j^^g ^^,5^^^, gi^j^j^ ^^j. Einheit ist 
setzt «t : a, = &, : b^ (und diesen Bruch nicht ^ 

gleich 1, sondern gleich dem öfters gebrauchten d^^ Name des gleichschenkligen Drei- 

Proportionalitätsfaktor x) und dann ist die dritte , xxi-j • Tli-v 

Bedingung c^:c^z=z a la^ = x, ^^'^^ ersetzt also m den vier Aehnlich- 

keitssätzen allein die Gleichheit eines 
Seitenverhältnisses innerhalb jedes Drei- 
ecks bezw. die Gleichheit des Verhält- 
nisses zweier Seitenpaare zwischen bei- 

A ^'^.- ^rl% ^* ^"^ ^ w-^t"^^"^^^^^ den Dreiecke, und zur Herbeiführung 

durch die Grösse eines Winkels die Grösse aller , * 1. i* 1.1 «x u i-i. j r* ^ 
drei bestimmt ist, so kann man nach Ableitung ^^^ Aehnlichkeit braucht nur der Kest 
der ersten Aehnüehkeitsbedingung, wie im Neben- der Bedingungen nach diesem Abzug er- 
stehenden, auch so weiterfahren: Alle Aehnlich- füllt zu werden. Daher verbleibt im ersten 
keitssätze, in denen \Vinkelgleichheiten vor- Aehnlichkeitssätze noch die Gleichheit 

kommen, fallen m den einen zusammen: . ttuuix* a j-xx ri-x 

*,.,,,,. n • 1 1 des Verhältnisses der dritten Seite, 

Gleichschenklige Dreiecke sind .. i- r j t> • • / i 

ähnlich, wenn ein Winkel des einen namlich der Basis ZU einer (also 

gleich ist dem gleichliegenden des ZU beiden) vorigen; im zweiten Aehn- 
aadern. lichkeitssatze die Gleichheit des einge- 

Denn solche Gleichheit eines Winkels be- schlosseneu Winkels, also des Scheitel- 
dingt Gleichheit aller drei Winkel des gleich- ^iijkels; im dritten Aehnüchkeitssatze 
schenkligen Dreiecks. ,. />ii.i.i «xj r\ «ii 

^ die Gleichheit des Gegenwinkels 

eines der Schenkel (denn da beide gleich- 

gross, ist keiner der grössere). Der vierte 

Aehnlichkeitssatz erfährt keine Aende- 

ErkL 68. Man könnte aus dem vierten rung nach dieser Weise, da in ihm kein 

Aehnlichkeitssätze als Umkehrung die andern Seitenverhältnis vorkommt; vielmehr 

ableiten: Ein Dreieck ist gleichschenklig, wenn /...i,. i» i. j • ui. a:^ 

unter seinen Winkeln die Bedingung besteht f^ll* ^^ g^^z fort, da gar nicht die 

^^ y ^ ,«^ ^ , Grösse zweier Winkel willkürlich 

«oder/? = 90-^ oder y = 180- 2« oder ^^j^jj^^^ vielmehr die Sätze n undni 

180 — 2^. — Selbstverständlich lässt sich auch bereits aussagen, dass Gleichheit eines 
die Gültigkeit des Satzes 7 für gleichschenklige entsprechend liegenden Winkels die Aehn- 

Dreiecke ebenfalls aussprechen, unter der ein- ,. , , .. 1 , .««v . nr i.!*ii. 1^^ 

zigen Bedingung der Gleichheit eines entspre- hchkeit herbeifuhrt. Man erhält abo: 

. chend liegenden Winkels beider Dreiecke, oder 
des Verhältnisses zwischen Schenkel und Basis. Satz 10. Gleichschenklige 

Dreiecke sind ähnlich, wenn 
in ihnen gleichgross ist: 
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1) Das Verhältnis zwischen 
Schenkel und Grundseite, 

oder: 

2) der Winkel an der Spitze, 
oder: 

3) ein Winkel an der Grund- 
seite. 



Frage 26. Welche Besonderheiten 
des gleichschenkligen Dreiecks liefert die 
Anwendung der Frage 12? 

Figur 7. 





Erkl. 69. Man hat zu unterscheiden, ob 
der Winkel am Scheitel des gleichschenkligen 
Dreiecks kleiner oder grösser als der an der Basis, 
also kleiner oder grösser als 60^ ist. Im ersfceren 
FaUe kommt die Antiparallele durch B inner- 
halb, im letzteren ausserhalb des Dreiecks zu 
liegen, und umgekehrt jene durch C, Jedesmal 
entsteht auf A C eine Grundseite d =z AD eines 
gleichsehenkligen Dreiecks ADB mit Schenkel 
= c und auf J B ein Schenkel A E eines gleich- 
schenkligen Dreiecks A CE mit Grundseite = a. 
In beiden Figuren 7 ist also der Scheitelwinkel 
^ACB = Sf:ABD = <^AEC, also der Basis- 
winkel BAC = ABC gleich BAD := ADB 
gleich EAC = ECA. Folglich: 

/^ABCo^DAB^CAE. 

Jedesmal muss also das Verhältnis zwischen 
Schenkel und Basis dasselbe sein, nämlich: 

d = € 



Antwort. 1) Mit Beibehaltung der 
Schenkelseiten kann durch eine Par- 
allele zur Basis ein dem ganzen 
Dreieck Ähnliches abgeschnitten werden. 
Denn eine Antiparallele zur Grundseite 
würde wegen der Gleichheit der Basis- 
winkel mit einer Parallelen zusammen- 
fallen. 

2) Mit Beibehaltung von Grundseite 
und Schenkel dagegen kann man durch 
ParaUele und Antiparallele zum andern 
Schenkel ähnliche Dreiecke abschneiden. 

Legt man insbesondere die Antipar- 
allele durch einen der Schenkelendpunkte, 
so wird die Grundseite zum geometrischen 
Mittel zwischen Schenkel und neuent- 
stehender Basis; dagegen der Schenkel 
zum geometrischen Ißttel zwischen Basis 
und neuentstehendem Schenkel, nämlich 
in Figur 7 in beiden Fällen: 

IB* = AC'AD 



und 

AC^ = AB'AE (siehe Erkl. 69). 

(Durch Multiplikation wird hieraus u. a. : 

AB'AC = AD'AE, 

wie schon aus der Proportion c:d=ze: a,) 



a:c = c 



a. 



Hieraus folgt einzeln c^ = a-(2 und a^ = ««e. 
Dasselbe lässt sich folgern aus der Aehnlichkeit 
BCDc^CEB. 



Frage 27. Welche Eigentümlichkeit 
ergibt sich aus Figur 7, wenn der Win- 
kel y gleich 36^ ist? 



Erkl. 70. Das in Figur 8 dargestellte Drei- 
eck wurde schon in Aufgabe 127 des III. Teiles 
auf seine Winkelbeziehungen untersucht. Da 
ein 10 maliges Antragen desselben Dreiecks 
um den Punkt C herum gerade den Vollwinkel 
C mit 3600 ausfällt, so liegen die 10 Punkte 
A^ Bj-" in gleichen Abständen = c auf dem 



Antwort. Ist der Winkel an der 
Spitze des gleichschenkligen Dreiecks 
ABC in Figur 8 gleich 36% und man 
zieht durch A die Antiparallele zu AC 
im Winkel ß, so muss auch <^BAD^=d6^ 
sein. Nun hat aber <^a selbst 72 ^ also 
wird AD dessen Winkelhalbierende. Dem- 
nach wird in Figur 8: 

360 = ^ACB = <^ CAD = <^ BAD, 
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Umfang eines Kreises. Folglich ist c die Seite 
eines regelmässigenZehnecks imEreise 
mit Radias a. Und da die Zehnteilang des 
Kreises soust nicht möglich ist, so liefert die 
nebenstehende Ueberlegnng ein Mittel, um ans 
der Beziehung c^ = a{a — c) den Winkel von 
360 und das Zehneck zu finden. 




folglich Dreieck ADC gleichsdienklig 
und 

BA =. AD =:CD z:ze, 

so dass: 

Die Formel c* = a • rf in voriger Ant- 
wort gibt also c^ =L a(a — c). Dies ist 
aber nach Antwort der Frage 68 des 
VI. Teiles der Ausdruck der Beziehung, 
dass die Basis c der goldene Ab- 
schnitt des Schenkels a ist. 



Frage 28. Welche Anwendung er- 
fahren die vier Aehnlichkeitssätze auf 
das gleichseitige Dreieck? 

ErkL 71« Das Verhältnis der drei Seiten 
untereinander ist gleich der Einheit 1:1:1; das 
Verhältnis zweier Seiten ist 1 : 1 = 1 nnd so- 
wohl der eingeschlossene , als der gegenüber- 
liegende Winkel jedesmal gleich 60^, da alle 
drei Winkel stets 60^ betragen. Die Bedingungen 
aUer vier Sätze sind also durch den Namen 
des gleichseitigen Dreiecks allein erfüllt. 

In Satz 10 wird: 

1) a:c =1 a' : e' = 1. 

2) y = / = 600. 

3) « = o' = /5 = /?' = 60\ 



Antwort. Da in allen gleichseitigen 
Dreiecken sämtliche Winkel und Seiten 
untereinander gleich sind, so liefern alle 
vier Aehnlichkeitssätze in gleicher Weise 
das Ergebnis: 

Gleichseitige Dreiecke sind 
stets ähnlich. 

Zeichnet man also zwei solche Drei- 
ecke, deren eines doppelt so grosse Seiten 
hat als ein anderes, so ist auch Höhe 
und jede andere entsprechende Strecke 
doppelt so gross, der Inhalt viermal so 
gross u. s. w. 



Frage 29. Welche Abänderung er- 
fahren die vier Aehnlichkeitssätze für 
das rechtwinklige Dreieck? 



Erkl. 72. Die Zweideutigkeit des dritten 
Aehnlichkeitssatzes ist beim rechtwinkligen Drei- 
eck ausgeschlossen, da in demselben stets ein 
rechter Winkel vorhanden) und kein grösserer 
als dieser möglich ist. 



Antwort. Im rechtwinkligen 
Dreieck ist die Grösse eines Winkels 
fest bestimmt. Der Namen des recht- 
winkligen Dreiecks ersetzt also in den 
vier Aehnlichkeitssätzen allein die Gleich- 
heit eines "Wlnkelpaares zwischen beiden 
Dreiecken, und zur Herbeiführung der 
Aehnlichkeit braucht nur der Rest der 
Bedingungen nach diesem Abzug erfällt 
zu werden. Daher verbleibt im zweiten 
Aehnlichkeitssätze noch die Gleichheit 
des Verhältnisses der einschliessen- 



Ueber die Anwendung der Aehnlichkeit auf die besonderen Dreiecke. 



25 



den Seiten y also der beiden Katheten 

gegeneinander; im dritten Aehnlicb- 

Erkl. 78, Wie ans nebenstehenden Formeln keitssatze die Gleichheit des Verhältnisses 

elBlenchtet, ist diu Verhältaiis der dritten Seite der Gegenseite ZU einer andern, also 

zu den beiden andern bestinunt, sowie man das der Hypotenuse gegen eine der Katheten; 

ÄJJVa?« "Iriit^naT?^^ ™ vierten Aehnlichkeitssatze die Gleich- 

geicelirt kann man daraus den Satz aufstellen: i_ •. * *. •. ttt* i i -rw 

Ein Dreieck ist rechtwinklig, heit emes weiteren spitzen Winkels. Der 

wenn seine drei Seiten sich ver- erste Aehnlichkeitssatz erfährt keine 

halten, wie a:&: Voi"+6«. Aenderung dieser Weise, da in ihm 

Man konnte also auch sagen, dass durch die keine Winkelgrösse vorkommt; viehnehr 

Festlegung des rechten Winkels ein zweites fällt er ganz fort, da gar nicht die 

kI^Ä!^*««^*"!^^^^^ Grösse zweier Seitenverhältnisse inner- 

bekannt ist; und so deckt sich dann wieder der i. i^ j iv t\ • i mh-^^ i- 1. 1.1 «vx 
erste Aehnlichkeitssatz mit den beiden ersten ^^^ desselben Dreiecks Willkürlich bleibt, 

Bedingungen des nebenstehenden Satzes. vielmehr nach dem pythagoreischen Lehr- 

satze c = Va^-f-**» *^^- 

a:h:c =z a:h: Ya* + 6« = a : ^/c« — a^ic = \/c«--6«: 6 :c. 

Man erhält also: 

Satz 11. Eechtwinklige Drei- 
ecke sind ähnlich, wenn in ihnen 
gleichgross ist: 

1) das Verhältnis zwischen 
beiden Katheten 

oder: 

2) das Verhältnis zwischen 
der Hypotenuse und einer Ka- 

ErkL 74. Stellt man för das gleichschenk- ^^ete 
lige und das rechtwinklige Dreieck die übrig- oder: 

bleibenden Aehnlichkeitsbedingungen nach den 3) die Grösse eines der spitzen 

vier Admlichkeitssätzen zusammen, so erhält WinkeL 
man folgende Uebersicht: 

Gleichschenkliges Dreieck Bechtwinkliges Dreieck 
(2 Seitenverhältnisse fest) (1 Winkel fest) 

Schenkel eu Grundseite 
Winkel an der Spitze 



I. Aehnlichkeitssatz: 3 Seitenverhältnisse 

II. Aehnlichkeitssatz: 2 Seitenverhältnisse 

und 1 eingeschlosse- 
ner Winkel 

ni. AehnlichkeitssatE : 2 Seitenverhältnisse 

und 1 gegenüber- 
liegender Winkel 

VI. Aehnlichkeitssatz: 2 Winkel 



Winkel an der Grundseite 



Kathete zu Kathete 

Hypotenuse zu Kathete 
1 spitzer Winkel 



Frage 30, Welche Besonderheiten 
des rechtwinkligen Dreiecks liefert die 
Anwendung der Frage 12? 



Erkl. 75. Wird AE antiparallel AB ge- 
macht, so geschieht dies durch Abtragung des 
Winkels ß an AC, ebenso BD antiparallel AB, 
indem Winkel a kh CB abgetragen wird — 



Antwort. 1) Wenn die beiden Ka- 
theten beibehalten werden, so entsteht 
durch die Parallele zur Hypotenuse ein 
gleichlaufend ähnliches, durch die Anti- 
parallele ein ungleichlaufend ähnliches 
Dreieck, dessen kleinere Kathete auf 
der vorigen grösseren liegt und um- 
gekehrt. Geht insbesondere die Anti- 
parallele durch einen Endpunkt der 
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oder aach einfach durch eine Parallele zu ÄE Hypotenuse, SO wird ähnlich wie in 
dnrch Ecke B. Dann^ist also: Antwort der Frage 26 jede Kathete des 

und ^«--0^^-^^^ = ^^^ ursprünglichen Dreiecks geometrisches 

<^ß =: ABC=. BDC = Eäc. Mittel zwischen der andern Kathete und 

Folglich iBt der Umlanf der drei wegen deren neuentstehendem Abschnitt: 
Winkelgleichheit ähnlichen Dreiecke nach den • _ >. ^ 1.9 

Winkeln a, /?, 900 bei ABC positiv, bei BDC " — ^'^^ ^ — ^'^ 

and EAC dagegen negativ. Und ans der in Figur 9; und die ursprüngliche und 
Aehniichkeit: neue Hypotenuse verhalten sich wie die 

ABC^BDCc^EAC Katheten: 

folgt: ^^ ABiAE =: a:h, ABiBD = h:a, 

BC:CA:AB = DCiCB:BD=zAC:CE:EA also durch Multiplikation C* = AE'BÜ, 



oder: 



a 
a 
a 



b:e =z d:a:BD = 6:6:^4^^. Also hieraus einzeln: 
b = d:a oder a* = 6 • d 

h =. h:e oder &2 =r ^.^ 



t : c = 



= & : AE oder <4JS; = 



a:5i) oder BD = 



a 




Erkl. 76« Ausserdem ist in Figur 9 wegen 
der Winkelgleichheiten BAD = AEB und (als 
Wechsel wi^el) 

ABD=z EAB, dMfila ^ABD<^EAB, 

also: 

c: ßZ):(6 — d) = ^^:c:(e — a). 

Folglich wie auch obenstehend c^ = AEBD, 
d h. die Hypotenuse ist das geometrische Mittel 
zwischen ihren beiden Antiparallelen durch ihre 
Endpunkte. 

Erkl. 11. In Figur 10 ist die Lage der 
ähnlichen Dreiecke eine sehr verschiedene. Jede 
Seitenrichtung des ursprünglichen Dreiecks er- 
scheint in den neuentstehenden ähnlichen Drei- 
ecken in anderer Lage : kleinere Kathete, grös- 
sere Kathete, Hypotenuse, Höhe, Hypotenusen- 
abschnitt. 



2) Wenn die Hypotenuse und eine 
Kathete beibehalten werden, so entstehen 
wieder durch Parallele zur zweiten Ka- 
thete gleichlaufend ähnliche, durch die 
Antiparallele ungleichlaufend ähnUche 
Dreiecke. Die Antiparallele hat aber 
die besondere Eigenschaft, dass sie zur 
Hypotenuse senkrecht ist. Geht sie 
durch einen Kathetenendpunkt, so ent- 
steht eine ganze Beihe ähnlicher Drei- 
ecke, weil beide Teildreiecke denselben 
Winkel erhalten, wie das ganze. Daraus 
ergeben sich wieder analoge Beziehungen 
wie oben in grösserer Anzahl. 

Figur 10. 
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Frage 31. Welche wichtigen Be- 
ziehungen ergeben sich ans dem zweiten 
Teile der vorigen Antwort? 



Erkl« 78* Abgetragen sind in Figur 10 die 
Winkel ACD = ß, ABB = y = W>. Daraus 
entstehen fttr diese fünf Dreiecke der Figur 
folgende Winkelgleichheiten : 

^a = BAC=: CAD=z BCD 

— EAB^EBC 

^ß=^ABC=ÄCD=CBD 

= AEB = BEC 

<iy = BCA = CDA = BDC 

T= EBA = ECB = dO^. 

Folglich sind diese fünf Dreiecke ähnlich, 
nnd in a 11 e n stehen in gleichem Verhältnis : Kleine 
Kathete zur grossem Kathete zur Hypotenuse. 
Tnd ewar ist z. B. die Strecke BC ■= a im 
Dreieck ABC kleine Kathete, in BEC grosse 
Kathete, in CBD Hypotenuse, in AEB Höhe, 
'mE BA Hypotenusenabschnitt. Und umgekehrt 
z. B. die kleinere Kathete in ABC=^a, in 
ACDz=zh, in CBD = p, in AEB =:k, in 
BECzzzr—b, in EBA=z c, in ^^C= h. 



Erkl. 79« Zieht man die Antiparallelen im 
Winkel ß statt im Winkel a, so fällt diejenige 
durch den Endpunkt C von b mit h zusammen, 
jene durch A gibt AE = k\ So entstehen 
die zwei weiteren, ebenfalls mit den vorigen 
fünf Dreiecken ähnlichen Dreiecke EBA und 
EÄC. Ftlr beide ergeben sich vollkommen 
analoge Beziehungen, wie für AEB und BEC, 
indem neben der Vertauschung von k und k', 
r nnd r' genau die Vertauschung von a und h 
in gleichem Schritt zu geschehen hat. Daher 
entstehen keine neuen Beziehungen durch Hinzu- 
nahme dieser beiden Dreiecke. Die nebenstehen- 
den Beziehungen 4), 5), 6) gehen über in die- 
selben pythagoreischen Beziehungen im Dreieck 
EBA. Beziehung 7) liefert h^=zh'k\ also 
durch Zusammenfassung a- : &> = A; : k\ 



Antwort. Ist ABC in Figur 10 
das rechtwinklige Dreieck, so wird im 
Winkel a mit BC die Antiparallele CD 
zur Höhe h^ so dass deren Abschnitte 
auf der Hypotenuse zu den Projektionen 
der Katheten werden, die Antiparallele 
BE senkrecht in B. Daher sind ähn- 
liche Dreiecke: 

ABCc^ACDc^CBDessAEBc^BEC. 

Und hieraus: 

BC:CA:ABz=CD:DA'.AC=lBD:DC:CB 
= EB:BA:AE=EC:CB:BE, 

oder: 

a:b:c =: h:q:b = p:h:a = k:e:r 

=1 (r—b):a:k, 

also einzeln hervorzuheben als Beziehun- 
gen zwischen bloss drei Grössen: 

X) a^ =^ c-p\ zusammen a^ -|- 6* =i c^ 

2) b^ = cq ) oder auch a« : 5« = jp : q^ 

3) Ä2=i?.g, 

4) as= b(r—b), 

5) c« = ft.r, 

6) ki = r{r — b), 

7) a« = h'k. 

Davon ergeben die drei ersten wieder 
die bekannten Beziehungen des pytha- 
goreischen Lehrsatzes im Dreieck ABC, 
die drei nächsten dieselben im Dreieck 
AEB, nämlich: 

Satz 12. Im rechtwinkligen 
Dreieck ist: 

1) jede Kathete geometrisches 
Mittel zwischen der Hypotenuse 
und der Projektion der Kathete 
auf dieselbe; 

2) die Summe der Katheten- 
quadrate gleich dem Hypo- 
tenusenquadrat; 

3) die Höhe geometrisches 
Mittel zwischen den beiden Hypo- 
tenusenabschnitten. 

Dazu kommt als selbständige Be- 
ziehung (7), dass jede Kathete geo- 
metrisches Mittel ist zwischen den 
beiden Parallelstrecken durch ihre 
Endpunkte, welche zur Hypotenuse 
senkrecht sind. 

In allen sieben ähnlichen Dreiecken 
der Figur 10 verhalten sich entsprechende 
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Seiten und überhaupt ähnlich liegende 
Strecken ebenso, wie das für ein ein- 
zelnes Paar solcher Strecken der Fall ist, 
z. B. für die kleinere Kathete (siehe 
Erkl. 78). Dies Verhältnis ist also: 

a:h:p:ki(r — b):c:h] 

oder wenn a und b als gegebene Bestim- 
mungsgrössen angesetzt werden, wie: 

a: — =r=r : — ; •— — r-* '--r-' ya^ + ^'O 

(man vergleiche die Berechnung der 
Einzelgrössen in Antwort der Frage 43 
des V. Teiles und ErkL 81); mit a, i 
und c aber wie: 

Erkl« 80« Unter den vielen Eigenschaften der obenstehenden Beziehangen zwischen 
den erstem fünf Dreiecken sind die aufgestellten Beziehangen 1) bis 7) die einzigen, in denen 
nur drei Grössen auftreten. Vier Grössen sind enthalten in folgenden Gleichungen, die zum 
Teil ebenfalls schon früher bekannt werden: 

8) a«6 = C'h 13) a«6 = q'k 15) ä»c = q^k 

9) a»q = h-h 16) b'C = g»r 

10) G'h = h'p 17) p-e = h-k 

11) a-c = h'k 14) a-c = ät 18) h-r = b'k 

12) a-r =: C'k 19) p-r = a-k 
Endlich Beziehungen zwischen fünf Grössen: 

20) a'k = c(r — fe) 23) p.a = Ä(r— 6) 

21) a-h = g(r — fr) 24) p-Ä: = a(r^h) 

22) Ä.Ä? = 6(r — 6). 

Die entsprechenden Beziehungen für das sechste und siebente Dreieck entstehen durch 
die in voriger Erkl. 79 angegebenen Vertauschungen. 

Erkl. 81« Aus Antwort der Frage 43 des V. Teiles weiss man, dass: 

ab a* 

h = ^ — ^^ , p = 



Für k findet man aus obiger Beziehung 11) den Wert: 



^^ — ' — (auch ebenso aus Beziehung 7) ; 



für r aus Beziehung 14): 



r = -V— = ' — ^ ■ = ^ (ebenso aus Beziehung 5); 

also * 

«8 + 6« ^ «fl + b* — h* o« 

'— * = — S * = 6 = T- 

Nimmt man als massgebende Bestimmungsgrössen statt beider Katheten a und h 
die Hypotenuse mit einer Kathete, etwa c und a, so wird dasselbe Verhältnis: 

al/c* — a* «2 ae a' /-r r 

a: — : '• ^ ■-- - --g- yc^ — a*. 

e c y/c2— a« yc^ — a^ 

Man sieht, dass im Nenner dieser Verhältnissgrössen nur Seiten des Dreiecks vorkommen. 
Wird also mit diesen Nennern erweitert, so kommt jedesmal: 

abe\ah'^:a^h\ac'^'. a^c :bc^: b^e = 1 : — : — : -r- *• t- : — ' — 

c c b a a 

(oder in trigonometrischer Ausdrucksweise = 1 : cosin« : sina : sec« : tga : coseca : ctgn). 
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Zwischen dem ursprünglichen Dreieck und jedem andern bestehen demnach nur Verhältnisse 
gleich den sechs Brüchen zwischen den drei Seiten a, 6, c. Im übrigen ist s. B. gleich- 
gross das Verhältnis entsprechender Längen zwischen ^ABC nnd BEC, /\ACD nnd 
CBD, /S.E'AC nnd ABC, /^ETBA und AEBy nämlich = 6:a (das Flächenverhältnis 
=:t«:a2); femer zwischen /\ABC und ABB, /^CBD und BEC, ^ ACD wad ABC, 
l\E'AC und E'BA, nämlich = h:e (Flächenverhältnis = b^ic^); endlich zwischen ^ABC 
und CBD, /\AEB und BEC, ^EBA und ABC, ^E'AC und ACD, nämlich = c:a 
(Flächen Verhältnis = c* : a^). Dieselben Schlüsse Über Seitenverhältnisse liegen aber natürlich 
ebenso in der obigen zuerst aufgestellten fortlaufenden Proportion. 



Frage 32. Welche Anwendung er- 
fahren die vier Aehnlichkeitssätze auf 

das rechtwinklig-gleichschenklige Antwort. Da in allen rechtwinklig- 

Dreieck? gleichschenkligen Dreiecken die drei 

Winkelgrössen festgelegt sind gleich 45^ 

Erkl. 82. Da das Hypotenusenquadrat 450^ qqo^ ^uch das Verhältnis der drei 

c2 = aS-fo« ist, 80 wird c = oV2, also: q, .. . rxii.i-i.,i \/~r 

' /- Seiten ebenso festgelegt gleich 1:1: V :^, 

a : 6 : c = a : a : a 1/2 = 1 : 1 : 1/2 ; g^ unfern alle Vier Aehnlichkeitssätze 

da also auch die Winkelgrössen unveränderlich j^j gleicher Weise das Ergebnis: 

Bind, so werden die Bedingungen aller vier ^ ^ 

Aehnlichkeitssätze durch den Namen des recht- Rechtwinküg-gleichschenk- 

winklig-gleichschenkligen Dreiecks allein schon Hge Dreiecke sind stets ähnlich. 

In Satz 11 wird: Zeichnet man also zwei solche, deren 

1) a : 6 = a' : 6' = 1, eines doppelt so grosse Kathete oder 

2) c\az=ic'\a' = i/2^ doppelt SO grosse Hypotenuse hat als 

3) « = a' = /j = iS' = 450. ein anderes, so ist auch Höhe und jede 
1? wi 00 TT i,^k^ u « -• « andere entsprechende Strecke doppelt 

Erkl. 88. Umgekehrt kann man aussagen: j f u ix • 1 

„. T^-i,* u^^' VT' so gross, der Inhalt viermal SO gi'ossu. s.w. 

Ein Dreieck ist rechtwinklig- ° ' "= 
gleichschenklig, wenn seine drei 

Seiten sich verhalten wie 1:1: V^2. 



Frage 33. Welche Anwendung der 
Frage 12 gestatten das gleichseitige 
und das rechtwinklig-gleich- 
schenklige Dreieck? Antwort. 1) Im gleichseitigen 

Dreieck fallt in jedem Winkel die 

».VI oj T^- • 1 o^ u j A * Antiparallele zur Gegenseite mit der 

Erkl« 84. Die emzelnen Strecken der Ant- -r» 1 1 1 j 1 • 1 • 

wort derFrageSl an Figur 10 werden folgende: Parallelen zusammen, so dass keinerlei 

^ neue Dreiecke entstehen. In Figur 7 

« = ^ = --7=- ; fällt jedesmal D mit C und C mit B 

,* « ^ «, /TT zusammen. 

c = A; = Äj' = 2i) = 2g = 2Ä = a V2; ''»*^"*"*^" 

_ _ c _ <^ wK. 2) Imrechtwinklig-gleichschenk- 

Ä — i^ — ff — Y — -2-V2; ligen Dreieck findet im rechten Winkel 

r = r' = 2a = c /2" (also r-h^a), dieselbe Beziehung statt. In Figur 9 
80 dass, wie auch nachstehend abgeleitet: fallen die Punkte Z) und £ mit A und 



a:Ä:j>:ifc:(r — b):c: 6 



B zusammen. 



= 1 . i. 1/2"- i- 1/2"- V2"i- V2"l ^) ^^^*^* "^*^ ™ rechtwinklig- 
* 2 '^ ' 2 *^ * "^ ' ' gleichschenkligen Dreieck die Anti- 

= 2: v/2*: ^2 : 2 v/sT: 2 : 2 \/2": 2. parallele in einem, der Spitzen Winkel, 

so entstehen wieder die Höhe und die 

Erkl. 85. Die sieben ähnlichen Dreiecke beiden Senkrechten in den Endpunkten 
der Fig. 10 werden sämtlich rechtwinklig gleich- der Hypotenuse. Figur 10 wii-d sym- 
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schenklig und haben bloss dreierlei verschiedene metrisch ZU CD als Achse. Jedesmal 



Grössen nämlich: 
ABC:ÄCD:CBD:AEB:BEC:E'BA:E'AC 



a 



2 



= h-kj denn: 



=1 a^c 

also: 

= 1/2- 
= 2 



a* : a c^ : a^e :ac^: a^c, 



i3 



o3 



aS: 2a3:a3V'2":2a3:a3\/2 

l : 1:2: ^2 : 2 : 1/2* 

\/2": 1/2": 2 V 2": 2 : 2 v/2": 2. 

Es wird also A ^^<^ = ^^C? ^ E'AC\ 
ACD ^ C^D; AEB^E'BA. Und zwar 
sind die Längen der drei ersten Dreiecke 

1^2 mal so gross, als die der nächsten iwei, 

aber V^2mal so klein als die der letztem, 
oder die Flächen der drei erstem sind das 
doppelte der zweiten, aber die Hälfte der dritten. 



Frage 34. Welche Abänderung er- 
fährt Satz 9 für die besondern Dreiecke? 



ErkL 86« Ist (/^ der Winkel zwischen den 
Seiten c, und c^ zweier gleichschenkligen Drei- 
ecke, und derselbe Winkel </) auch gleich 
-4(6,62), so muss zunächst <^(c, 6,) = (c, 6,), 
also «, = a„ sein. Ist aber «, =:^ ««, so muss 
als Basiswinkel auch ß^ = ß^ und folglich auch 
y, = 180 — 2a, = 180 — 2a2 = y, sein. Dem- 
nach ist auch <^(<Jiöi) = (CjOg) und (Cj6j) 
= (c,6j), also muss auch nichtnur <^ (CjC,) 
=r (6, 62) = y» sondern auch <^ («, a^) = y sein, 
und Satz 9 ist in allen Beziehungen erfüllt. 



Erkl. 87« Genau dieselben Betrachtungen 
gelten für zwei andere Seitenpaare eines gleich- 
schenkligen oder für Hypotenuse und eine 
Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks. Für 
die beiden Katheten gilt die Folgerung 
nicht; denn ist y der Winkel der ersten Ka- 
theten {a^a^^ so muss auch Winkel (6, fcj — V 
sein. Dann kann aber erst noch <^ (r , c,) jeden 
beliebigen Wert annehmen, je nach der Grösse 
der Winkel <r, und 



a 



r 



£rkl. 88. Beim gleichschenkligen und recht- 
winkligen Dreieck lassen sich auf Grund neben- 
stehender Ueberlegung an Stelle von Satz 9 a 
folgende aufstellen : 

Gleichschenklige Dreiecke sind 
ähnlich, wenn irgend zwei Seiten des 
einen (beide gleich- oder beide ungleich- 
laufend) parallel oder senkrecht sind 
mit den zwei entsprechenden Seiten 
des andern. Bechtwinklige Dreiecke 
sind ähnlich, wenn Hypotenuse und 
eine Kathete des einen (beide gleich- 
oder beide ungleichlaufend) parallel oder 
senkrecht sind den entsprechenden 
Seiten des andern. 



Antwort. 1) Da beim gleich- 
schenkligen Dreieck durch einen be- 
liebigen Winkel, und beim rechtwink- 
ligen Dreieck durch einen der spitzen 
Winkel alle Dreiecks winkel bestimmt 
sind, so ist nicht mehr die Gleichheit 
der Winkel aller drei Seitenpaare 
unabhängig, sondern wenn die Winkel 
zweier Schenkelseiten solcher Win- 
kel gleichgross sind, ist der Winkel des 
dritten Seitenpaares selbst gleich, da ja 
ihr Winkel mit den vorigen in beiden 
Dreiecken gleichgross sein muss. Man 
kann daher für das gleichschenklige 
Dreieck auf Aehnlichkeit schliessen, 
sowie irgend zwei Seiten des einen 
(beide gleichlaufend oder beide ungleich- 
laufend) gleiche Winkel mit den beiden 
entsprechenden Seiten des andern 
bilden. Und ebenso sind rechtwink- 
lige Dreiecke ähnlich, wenn die Hy- 
potenuse und eine Kathete des 
einen (beide gleichlaufend oder beide 
ungleichlaufend) gleiche Winkel mit den 
entsprechenden Seiten des andern bilden. 
Beide Sätze gelten insbesondere auch 
für parallele oder senkrechte Lage 
zweier Seitenpaare der genannten Art 

2) Beim gleichseitigen oder beim 
rechtwinklig gleichschenkligen 
Dreieck sind gar keine willkürlichen 
Winkelgrössen, also ist auch die Aehnlich- 
keit nicht aus bestimmter gegenseitiger 
Lage zu erschliessen. Bilden vielmehr 
die ersten zwei einander entsprechenden 
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Erkl. 89. Beim gleichseitigen Dreieck Seiten zweier solchen Dreiecke einen 
sind für die perspeitiyische Lage aUe drei gewissen Winkel, SO müssen die beiden 

Seiten gleichwertig, beim rechtwinklig gleich- ® , o »x j lu vrr* i ^ 

schenkügen nicht einmal die beiden Katheten, andern Seitenpaare denselben Winkel 

Denn nur die e i n e derselben schiiesst sich je- miteinander bilden. Die in Figar 5 
weils in der vorgegebenen Umlanfsrichtung und 6 vorliegende perspektivische 

an die Hypotenuse an Daher kommt ein ^age aber ist bei beiden Dreiecks- 

gleichseitiges Dreieck zu einem andern .p -, ... 

perspektivisch liegenden nach jeder Drehung gattungen dann erreicht, wenn eine 
um 60» wieder in perspektivische Lage Seite des einen Dreiecks parallel einer 

(abwechselnd mit äusserem und innerem Aehn- entsprechenden des andern ist. 
lichkeitspunkt)f ein rechtwinklig gleich- 
schenkliges nur nach Drehung um 180". 



4) Ueber die Anwendung der Aehnlichkeit auf das Viereck. 

Frage 35. Welche Eigenschaften 

müssen ähnliche Vierecke besitzen? Antwort. In ähnlichen Vierecken 

müssen alle entsprechenden Winkel 
beider Vierecke gleichgross sein und 
alle entsprechenden Seiten propor- 

.«i'iS: ^L ÄÄ^I'^A^'^'i-Ä '•''o tional, d. h. für zwei Vierecke ^iBiC^Di 

anch hier, dass der Betriff der Aehnlichkeit eine a a j> n n i i i i 
Reihe von Eigenschaften unter sich begreift, '^^ -^2-'^2^^2 muss: 
welche zwar bei ähnlichen Figuren alle zu- a^ = «„ ^, = ß^, y^ = Yv ^i = ^j 
treffen, aber nicht alle unabhängig sind. Wie ^j^a 
beim Dreieck zeigt sich nämlich, dass das Zu- 
treffen einer Anzahl dieser Eigenschaften das «, : 6, : Cj : dj = a, : J, : Cj : d^ 
Vorhandensein der andern von selbst mit sich oder: 

bringt, so dass eine solche Anzahl, wie diese ^f^ _ 6, _ c, d^ 

Übrigen ausmachen, nicht mehr als willkürliche "^ — y — "^ — ^'~*' 

Bedingungen aufgestellt werden können, o i i.' •• i *!• i.' tt*-* i i 

^ ^ * ' Solche ähnliche Vierecke lassen 

sich ebenfalls in die perspektivische 
Lage bringen. Denn wegen Propor- 

Erkl. »1. Ist eine Seite o, parallel ihrer tionalität der Seiten und Gleichheit der 
rT'l^«^''''/'^ '"^ "^''"^ wegen /?==/?. auch yfij^]^^i müssen die Verbindungsgeraden 

o^ i| Oa, dann wegen y, = y, auch c, c« u. s. w. « .,. , . i_ j t» i i. j x. 

Der äjhnittpunkt s von A,A, und kj?, kann Sämtlicher entsprechenden Punkte durch 

wieder äusserer oder innerer Aehn lieh- einen Aehnlichkeitspunkt gehen und 

keitspunkt werden, und da a, :a, = ft, :5, alle entsprechenden Seiten parallel 
vJi^r ll^V^^ f'^^v.^Z''^ If'''''^^^'' sein, sowie ein Paar entsprechender 

runkt 5, welcher als Schnittpunkt von -<4,-4- ^x i • n i t u i * -«4. 

und B,B^ entstand, denn auch: Strecken in parallele Lage gebracht ist. 

Dabei bleibt insbesondere auch Satz 7 
in voller Gültigkeit. 



A^S:A^S= B^SiB^S = C^S:C^S = x. 



Frage 36. Wie sind die unab- 

aSüfif m.•^^•^!^i*'^^ fi'*/^f '^'"' Antwort. Um die zur AehnUclikeit 
gungen für Vierecke zu finden? ^^^^^^^ Bedingungen zu finden, sucht 

man diejenigen Bestimmungsstücke, aus 
welchen sich, abgesehen von dem ab- 
soluten Werte der in ihren Verhält- 
nissen gleichbleibenden Längengrössen, 
nur einerlei Vierecke konstruieren lassen. 
Nun hat aber das Viereck fünf will- 
kürliche Bestimmungsstücke, also bleiben 
für die Aehnlichkeit vier willkürliche 
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Erkl. 92. Man kann für die nebenstehende 
Antwort den Gedankengang der Antworten der 
Fragen 5 bis 9 wiederholen in der Weise: 
Sind gegeben etwa a : 6 : c, -^/?, <^y, und man 
wählt für eine Seite, a„ eine bestimmte Länge, 
so ^bt es ein einziges Viereck, für eine 
zweite Länge a, wieder ein einziges Viereck. 
Trägt man dann /?, auf ft , a, und 6, auf a, 
nnd 6, ab, so wird c, llcj, und Punkt B wird 
Aehnlichkeitspunkt fllr beide Vierecke Ä^ B, C, D» 
und das übertragene A^B.C^Dy Da aber 
Ä^B^C^D^ nach dem entsprecnenden Eongruenz- 
satz mit A^B^C^D^ kongruent ist, so ist auch: 
Ä^B^ C^D^ 9ss> A^ 5i Cj D,. 

Und ebenso wiederholt sich die Schluss- 
foigerung für alle vier Fälle. 



1) 



-^ = A ~ j^ 



ErkL 98. Von den nebenstehenden vier ^^^^ 

Sätzen sind die ersten zwei unbedingte, die Sätze sind- 
zwei andern mit Bedingung, entsprechend der 
Zweideutigkeit des III. Kongruenz- und Aehn- 
lichkeitssatzes beim Dreieck. Die Kongruenz- 
sätze für das Viereck (Satz 92 des III. Teiles 
dieses Lehrbuches) enthalten dieselben Aus- 
sagen, nur statt Seitenverhältnissen jeweils 
die Seitengrössen selbst. 



BedingungeD , nämlich dieselben 
wie die Kongruenzbedingungen, wenn 
nur Gleichheit der Seitengrössen in 
Gleichheit der Seitenverhältnisse 
verwandelt wird. Man erhält also: 

Satz 18. Zwei Vierecke sind 
ähnlich, wenn sie entsprechend 
gleichgross haben: 

1) drei Seitenverhältnisse und 
die Grösse der beiden einge- 
schlossenen Winkel, — oder 

2) die Verhältnisse zweier 
anstossenden Seiten und die 
Grösse dreier gleichliegenden 
Winkel, — oder , 

3) die vier Seitenverhältnisse 
und einen entsprechend liegenden 
Winkel, wenn der Gegenwinkel 
des gleichen Winkels beidemal kleiner 
oder beidemal grösser als 180^, — oder 

4) drei Seitenverhältnisse 
und einen eingeschlossenen und einen 
gegenüberliegenden Winkel, wenn der 
zweite Gegenwinkel jedesmal spitz 
oder jedesmal stumpf ist. 
Die zugehörigen Formeln für die vier 



a. 



nnd /?! = ft, yi = y2; 



2) -J = -^ nnd /f, = /?„ y, :^ y,, <r, = (T,; 



a 
a 






3) -^ zn-^ — Zl.^ }1L 



_ ^. 



nnd 



^2 
ff. 



4) -?l=A 



= «„ /i 2 1800^/,; 



a« 



'2 



nnd », = 



Yx = y«. <^i 2 



«2» V. = 



> 



180 ^<r^ 



Frage 37. Welche Abänderungen 
erfahren diese Sätze für die besonderen 
Vierecke? 

Erkl. 94. Bezeichnet man die Seiten der 
Vierecke wie bisher, so sind die Aehnlichkeits- 
bedingnngen für das Trapez die folgenden: 

1) a, : &j : Cj : c^i =:= a^ : fe, : Cj : d^ ; 

2) a^\\\c^ = aji&jiCj und a, = «j oder^j = /j, ; 
8) ttj : 6i = a^ : \ nnd «, = «j und ß^=. ß^\ 
4) (fj : ttj ; 6j = ^2 : «2 : \ nnd «j = a^, 



< 



faUs «, 2 180 ^ ß^ und «j 



180</?,. 



Antwort. Unter den besonderen 
Vierecken wird jeweils durch den Namen 
allein eine oder mehrere der obigen Be- 
dingungen festgesetzt, so dass nicht mehr 
vier, sondern nur drei oder weniger 
selbständige Bedingungen übrigbleiben. 

1) So verbleiben beim Trapez nur 
noch zwei willkürliche Winkel, also 
folgt Aehnlichkeit zweier Trapeze, 
wenn sie gleichgross haben : 1) die vier 
Seitenverhältnisse, 2) einen Winkel and 



Preisgekrönt in Frankfart a, M. 1881- 

Der ausfiilirllehe Prospekt und das ansfflhrllche Inhalts- 
yerzeiehnls der ,,Yollstandig gelösten Anfgabensammlnng tob 
Dr, Ad. Eleyer^* kann Yon jeder finchhandlang, sowie Yon der 
Verlagshandlnng gratis nnd portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aofgeschnitten und gut brocbiert, um den solortigen und dauern- 
den Gebranch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementapreiae von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles , was sich tlberhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortreflflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
nun Selbststudium I das Yortrefllichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881, 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnllcbes zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Pbjsik, 
Meebanik, math. Geographie^ Astronomie , des Haschinen-, Strassen- , Eisenbahn-, 
Brücken- und HoeblMttesy des konstmktiTen Zeichnens etc. etc. und zwar in ToIlstSadiir 
gelöster Form, mit yielen Figuren, Erkl&rangen nebst Angabe und Entwlekelnng der 
benutzten Sfttze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw, wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften far die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltSTerzeieh- 
nis, Berichtigungen und erl&uternde Erklämngen über das betrelTende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I« und IL. Ord., gleich- 
berechtigten höheren Blirgersehnlen, PrivatBehulen, Gymnasien, Bealgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer - Seminaren ^ Polyteehniken, Techniken, Bangewerlcsehnlen, 
Gewerbesohulen, Handelsschulen, teehn. Torbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungssehnlen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwiseenschaftssehnlen, 
Militftrsehulen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. 6. für das Eii^ährig-Frei- 
willigre-und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schiller, Stndierendeii und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt f&r Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die fiberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stfitae für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben in lösen, die ge- 
habten Segeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten« Lnst, Liebe 
und Terständnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Aufft*i8Chnng der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bernf^- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forsehangren geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Kedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischer feldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandlnng« 
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Ebenso entsteht für das Antiparallelogramm : 

1) Oj : dj : c^ =1 a^:b^'€^; 

2) a, : bj = a^ : 6, oder a^ : r, = a, : tf, 
oder &, : dj = 6j : d, und o, = «j. 

Endlich im Deltoid: 

1) ffj : (i, = (Ig : d, nnd <^ «, = «^ 

oder <^ (f, = <f, (für d < a) ; 

2) «, : d, = fl, : rf, nnd /?, = ß^ (für d < «), 

falls «r, 2 180 ^ <r, ; 

3) «, = «„ Jj = Jg. 

ErkL 95« Die durch Trapez (bezw. Anti- 
parallelogramm) und durch Deltoid veranlassten 
Aenderungen der Aehnlichkeitsbedingungen sind 
vergleiehbar jenen bei den rechtwinkligen und 
gleichschenkligen Dreiecken. Erslere enthalten 
eine Winkelbesiehung und nur versteckt auch 
eine dadurch veranlasste Seitenbeziehune, letztere 
dagegen bringen einen bestimmten wert eines 
oder zweier Seitenverhältnisse: 

Antiparallelogramm 6 : (2 = 1 : 1, 

Deltoid a:h = 1:1 

und c: (2 = 1 : 1. 




Ertl« 96. Für Parallelogramm und Rhom- 
bus ist keine Angabe nötig Über die Lage des 
gleichgrossen Winkels zu den Seiten. Denn ob 
man den stumpfen oder den spitzen Winkel 
wählt, so ist er doch in jeder Figur einmal 
von den beiden verhältnisgleichen Seiten ein- 
geschlossen. Daher fehlt auch in diesen Aehn- 
lichkeitssätzen der sonst vorhandene Zusatz der 
..entsprechenden Lage*" der gleichen Win- 
kelgrossen. 

Aus diesem Grunde fällt auch b^i allen 
Parallelogrammen die Unterscheidung der Erkl. 69 
fort; denn zwei ähnliche Parallelogramme in 
perspektivischer Lage (Figur 11) können so- 
wohl durch einen äussern als einen innern 
Aehnlichkeitspunkt in Beziehung gesetzt 

Sachs, Ebene Elementar- Geometrie. VII. 



das Verhältnis beider Grandseiten und 
eines Schenkels, 3) zwei (also vier) 
Winkel und das Verhältnis einer Grund- 
seite zu einem Schenkel, 4) einen Win- 
kel und das Verhältnis beider Schenkel 
und einer Grundseite, falls die Grund- 
seitenwinkel beide gleichartig oder beide 
ungleichartig sind. 

2) Im Antiparallelogramm, wo 
nur eine -willkürliche Winkelgrösse 
bleibt, besteht Aehnlichkeit, wenn 
gleichgross ist: U) das Verhältnis der 
dreierlei Seiten, 2) ein Winkel und das 
Verhältnis von zweierlei Seiten. 

3) Im Deltoid sind zwei Seiten- 
verhältnisse fest bestimmt gleich der Ein- 
heit, also nur noch ein Seitenverhältnis 
willkürlich. Als Aehnlichkeitsbedin- 
gung verbleibt daher die Gleichheit: 
1) der Seitenverhältnisse und der Win- 
kel der ungleichen oder der kleineren 
Seiten, 2) der Seitenverhältnisse und 
der Winkel der grösseren Seiten, falls 
jene der kleineren beidemal 2 180^, 
3) der Winkelgrössen allein. 

4) Wichtiger als die vorigen drei 
Fälle sind die folgenden, nämlich für 
das Parallelogramm, wo nur ein 
Seitenverhältnis und eine Winkelgrösse 
willkürlich bleibt, 

5) für das Rhombus, wo nur eine 
einzige Winkelgrösse, 

6) das Rechteck, wo nur ein ein- 
ziges Seitenverhältnis, - 

7) das Quadrat, 
Seitenverhältnis , noch 
grosse willkürlich ist. 

Man erhält daher für diese vier 
Gattungen des Vierecks: 

Satz 14. Parallelogramme sind 
ähnlich, wenn sie das Verhältnis 
der Seiten und eine Winkelgrösse, 
Rhomben sind ähnlich, wenn sie 
einen Winkel, Rechtecke sind 
ähnlich, wenn sie das Seitenver- 
hältnis gleich haben; Quadrate 
sind stets ähnlich. 



wo weder ein 
eine Winkel- 
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werden, ohne dass beim Wechsel dieser beiden 
Anschauungsweisen eine Lageveränderung nötig 
wird (nur eine Aenderung der entsprechenden 
Buchstaben-Bezeichnung). 

Dies war aber beim Dreieck nicht der Fall, 
nicht einmal beim gleichseitigen Dreieck (vergl. 
Erkl. 89). 



Figur IIa. 




. Frage 38. Welche Einzelheit liefert 

die Anwendung der Aehnlichkeit auf Antwort. Zieht man im beliebigen 
das Trapez? Trapez (Figur IIa) die Diagonalen AC 

und BD, so entstehen die vier Teil- 
dreiecke über den Seiten a, 6, c, rf. 
Darunter erhält das erste und dritte 
entsprechend gleichgrosse Winkel, denn 
als innere. Wechselwinkel sind BAC 
= DCA = a, und ABD = CDB=ß,; 
auch sind die dritten Winkel Scheitd- 
winkel. Folglich erhält man die Aussage: 

Satz 15. In jedem Paralleltrapez 
sind die von den Grundseiten mit 
den Diagonalen gebildeten Drei- 
ecke einander ähnlich. 
Die aus diesem Satz hervorgehenden 
Streckenproportionen sind bereits im 
vorigen Teil dieses Lehrbuches aufgestellt 
worden (Antwort der Frage 55 des 
VI. Teiles), sie sind: 

AB: BM: MA = CD : DM: MC. 

Erkl. 97. Bezeichnet man der Kürze halber für den Augenblick mit A, B, C, D die vier 
von den Seiten a, &, c, d mit den Diagonalen gebildeten Dreiecke und mit eaufhfd die Dia- 
gonalabschnitte, 80 erhält man für die verschiedenen Vierecke folgende Zusammenstellung : 

Beliebiges Viereck: A, B^ C, D allgemein verschieden; nur (nach Satz 18a des V. Teiles) 

A: B:C : D = «a'/ft : fb-ee : ec 'fd : fd*ea. 

€a:ec =■ fh :fd = a : c, 

a^:c^^ A: B =z a:c, 

also A: B:C = a^:ac:C', 

A^B, C^D] ea = €e, A:C—fb: fd^ 

A = B =: C = /> r beide bloss gleichlaufend S' 

A^C, B^D \ beide gleich- u. ungleichl. ^ 



Paralleltrapez: As^C^BznD 

Antiparallelogramm: Ae^C, B^D] ea = fb, ec 

Deltoid: 
Parallelogramm:)^ 

i 



{ea : tc — 
als 



Bechteck: 

Rhombus: \ 
Quadrat: / 



{benachbarte ungleich-, gegen- 
überliegende gleichlaufend ^ 
alle gleich- und ungleichlfd. ^ 



ParaUelogr. n. Rh. 

ea = tc\ fb = fd 

Bechteck u. Quad. 

«a = «c = A = fd' 



5) Ueber die Anwendung der Aehnlichkeit auf das 

allgemeine Vieleck. 

Frage 39. Welche Eigenschaften 
müssen ähnliche Vielecke besitzen? 

Antwort. In zwei ähnlichen Viel- 
ecken müssen alle entsprechenden 
Winkel beider Vielecke gleichgross 



Ueber die Anwendung der Aehnlichkeit anf das allgemeine Vieleck. 
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Erkl« 98* Beim Vieleck ist es besonders 
wichtig, dass die entsprechenden Seiten 
beider Figuren in derselben Beihenfolge 
zu einander und zu den gleicbgrossen Winkeln 
liegen. Nur beim Dreieck allein ist eine solche 
Festsetzung unnOtig; denn wenn drei Seiten 
und drei Winkel bekannt sind, so können daraus 
nicht mit verschiedenen Anordnungen Dreiecke 
gebildet werden, weil durch die GrOssenfolge 
der Seiten auch die Grössenfolge der Winkel 
eindeutig festgelegt ist. 



und alle entsprechend liegenden 
Seiten proportional sein, d. h. für 
zwei Vielecke A^ B^ C^D^E^ • • • und 
A^B^C^D^E^ • • • muss: 

«1 = «2t ßi = ßv Y\ = Yv ^\ =^^v «1 = *i • • • 

und 
oder: 



^ 



ä. 



Je nach der gleichen oder ungleichen 
ümlaufsrichtung durch diese proportio- 
nalen Strecken bezw. gleichen Winkel 
unterscheidet man gleichlaufende 
oder ungleichlaufende Aehnlichkeit 



Frage 40. Wie sind die unab- 
hängigen Aehnlichkeitsbedingungen 
für Vielecke zu finden? 



Eriü. 99. Der Beweis im einzelnen, dass 
Vielecke ähnlieh sind, wenn sie eine der neben- 
stehenden Oruppen von Bedingungen erfüllen, 
wird ebenso geführt, wie für das Dreieck in 
Antworten der Fragen 6 bis 9 : Man konstruiert 
ans den gegebenen Stücken mit freier Wahl 
je einer Seite zwei Vielecke, legt dann das 
zweite in perspektivischer Lage so in das erste, 
daas nur die in den Bedingungen fehlenden 
Stücke frei bleiben, und beweist auch deren 
Uebereinstimmnng in beiden Vielecken. 



Erkl. 100. Unter „« — 1 Seitenverhält- 
nissen'^ versteht man die n — 1 Quotienten 
zwischen je einer Seite des einen und der ent- 
sprechenden Seite des andern Vielecks. Also 

n h r 

« — 1 Quotienten der Art » — ' — i 



a« 



jeder gleich der Verhältnisgrdsse x. Gleich- 
setznng von n — 1 solchen Brüchen gibt also 
n — 2 selbständige Gleichungen. Dieselben er- 
geben sich auch aus dem Ansatz der fortlaufen- 
den Proportion mit beiderseits n— 1 Glie 
d e r n : a, : &, : c, : • • • = (jj : & 



2 • ^2 



Denn 
wenn aus' dieser* fortlaufenden Proportion die 
Einzelproportionen ausgeschrieben werden, so 
sind darunter wieder w — 2 selbständige Glei- 
chungen. Hiezu n — 2 Winkelgleichheiten: gibt 
die an _ 4 Bedingungen. 

Ebenso entsteht die Anzahl 2n^ 4 bei » — 2 
Verbältnissen und n — 1 unabhängigen Winkeln 
ans n — 8 4-n — 1 und bei n Verhältnissen und 
w — 3 Winkeln aus #i — 1 -j- n — 3 = 2n — 4. 



Antwort. Vielecke müssen ähnlich 
sein, wenn sie in solchen Elementen 
übereinstimmen, aus welchen sich nur 
ähnliche Vielecke konstruieren lassen. 
Diese Bedingungen ergeben sich also 
aus den Eongruenzsätzen für die Viel- 
ecke, wenn man darin eine Längen- 
grösse willkürlich lässt und nur 
das Verhältnis der Seitenstrecken fest- 
legt. Man erhält daher aus den 27i — 3 
willkürlichen Elementen für die eindeu- 
tige Konstruktion des n-Ecks je 2 » — 4 
willkürliche für die Aehnlichkeit, näm- 
lich wie folgt: 

Satz 16. Zwei n-Ecke sind ähn- 
lich, wenn sie entsprechendgleich- 
gross haben: 

1) w — 1 Seitenverhältnisse 
und die n — 2 von ihnen ein- 
geschlossenen Winkel — oder 

2) die Verhältnisse von n — 2 
aneinanderstossenden Seiten 
und alle Winkel — oder 

3) alle n Seitenverhältnisse 
und w — 3 aufeinanderfolgende 
Winkel, wenn der mit keinem ge- 
gebenen Winkel benachbarte fehlende 
Winkel beidemal kleiner oder beide- 
mal grösser als 180^ ist — oder 

4) n — 1 Seitenverhältnisse 
und n — 2 aufeinanderfolgende 
Winkel, wovon einer an der fehlen- 
den Seite liegt, falls der zweite Winkel 



i_. 
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an der fehlenden Seite beidemal spitz 
oder beidemal stampf ist. 

Satz 16 a. Regelmässige Viel- 
ecke gleicher Seitenzahl sind stets 
ähnlich. 



Frage 41. Welche Beziehungen 
entstehen zwischen ähnlichen Viel- 
ecken, wenn dieselben in perspekti- 
vische Lage gebracht sind? 

Fignr 12. 




ErU. 101« Aehnlich liegende Punkte 
der beiden Figuren sind ausser den Ecken etwa 
die Seitenmitten, sonstige Teilpunkte der Seiten 
nach gleichem Verhältnis u. s. w. Auch Punkte 
der Figur, die nicht auf deren Umring gelegen 
sind, können als zur Figur gehörig betrachtet 
werden, z. B. Mittelpunkte oder sonstige Teil- 
punkte vonDiagonalen,Winkelhalbierendenu.s.w. 
Aber auch Punkte ausserhalb des Umrings der 
Figur können als einer bestimmten Figur ge- 
hörig betrachtet werden, z. B. Höhenfusspunkte 
auf Seitenverlängerungen, äussere Teilpunkte 
von Seiten oder Diagonalen und viele andere — 



Antwort. Sind A^B^C^D^E^ und 
A^B^C^D^E^ in Figur 12 zwei ähnliche 
Vielecke in perspektivischer Lage mit 
äusserem Aehnlichkeitspunkte S^ oder 
A^B,C^D,E^ und A^B^C^D^E^ in der- 
selben Figur 12 zwei ähnliche Vielecke 
in perspektivischer Lage mit innerem 
Aehnlichkeitspunkte S, so entstehen 
folgende Beziehungen: 

1) Je zwei entsprechende Punkte 
beider Figuren liegen auf derselben 
Geraden durch den Aehnlichkeits- 
punkt S. Das gilt nicht nur von den 
Eckpunkten der beiden Fünfecke, 
sondern auch von sonstigen „ähnlich 
liegenden'* Punkten beider Figuren, 
und zwar ob innerhalb oder ausser- 
halb des einzelnen Vielecks gelegen. 

2) Die Abstände ähnlich liegen- 
der Punktepaare beider Figuren 
vom Aehnlichkeitspunkt stehen 
stets im gleichen Verhältnis, und 
zw^ar in Figur 12 im Verhältnis 2:1 
sowohl fmA^B^C^D^ E\ mit A^ B^ C^ D^ E^ 
als auch für: 

Ä^B^C.D^E mit A^B^C^D^E^. 

3) Auch die Abstände je zweier 
beliebigen Punkte der einen Figur 
stehen zu den Abständen der zwei 
ähnlich liegenden Punkte der 
andern Figur stets in demselben 
Verhältnis, nämlich in Figur 12 
wieder im Verhältnis 2:1 ffir beide 
Gruppen 1 mit 2 und 1 mit 3. Insbe- 
sondere gilt dies von den Seiten der 
Vielecke als ähnlich liegenden Strecken. 

4) Die Verbindungslinien je 
zweier beliebigen Punkte der einen 
Figur sind parallel den Verbindungs- 
linien der zwei ähnlich liegenden 
Punkte der andern Figur, bilden 
also gleichgrosse Winkel mit den 
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ja bei hinreichender Erweiterung der Anscbau- Aehnlichkeitsstrahlen der ent- 

nngsweise sogar alle Punkte der Zeichen- sprechenden Punktepaare. 

ebene. Und zu jedem der einen Figur zu- v tv» tt 

geschriebenen Punkt besteht ein ähnlich lie- 5) Die Verbindungslinien zweier 

gender Punkt der andern Figur; derselbe liegt beliebigen Punktepaare der einen 
^^L^TnlLTm^rtalS?^^^^^ ^igur büden untereinander gleich- 

sich der Abstand des erstem Punktes verhält grosse Winkel, Wie die VerbmdungS- 

wie etwa SA^: SA, = SB^iSB^ =1 •••=», linien der entsprechenden Punkte 
in Figur 12 gleich 2. der andern Figur. Insbesondere sind 

also alle entsprechenden Vielecks- 

Erkl. 102. Bei der eben genannten Er- Kinkel gleichgross. 
Weiterung der Betrachtungsweise hat man nicht v t\» ^r 

mehr bloss zwei ähnliche Figuren, sondern 6) Die Verbindungsstrecke zweier be- 
zwei ähnUche „ebene Systeme", welche in liebigen Punkte der einen Figur als 
derselben Zeichnungsebene liegen. Dabei wt Grundseite mit dem Aehnlichkeits- 
5 der einzige sich selbst zugeordnete Punkt ^„^i,4.«i«o_«x^i«ij . t\ • 1 
beider Systeme, und sonstige zujpeordnete Punkte PUnkt als Spitze büden em Dreieck, 
werden gefunden, indem man auf irgend welchem ähnlich dem Dreieck der VerbindungS- 

Aehnlichkeitsstrahle von 8 aus zwei Strecken strecke der entsprechenden Punkte der 

abträgt, welche sieh verhalten wie : andern Figur als örundseite mit dem - 

s^jiS^j — ... — X. selbenAehnlichkeitspunktals 

Spitze. 

Erkl« 103« Eine thatsächliche Anwendung *t\ t\* tt v j ^ 

der vorliegenden Ueberlegungen ist die Wieder- / ) Die V erbindungslmien je einiger 

gäbe einer Figur oder einer Zeichnung, eines beliebigen Punkte der einen Figur bil- 

Gemäldes, einer Photographie, eines Planes oder den ähnliche Teilvielecke, wie die 

einerKarte in einer vorgeschriebenen Vergrösse. Verbindungslinien der entsprechenden 

rung oder Verklemerung (Verjüngung). Da- ^ , " j j ti- ^"*'°i'*^"^"^y" 

Dabei werden Winkelgrössen des Originals bei- Punkte der andern Jb IgUr. Dies gilt 

behalten, Längengrössen aber nach dem ver* besonders fur Diagonaldreiecke mit den 

langten Verhältnis vergrössert oder verkleinert. Seiten wie A,B,C,9ssA^B^C^e^A^BoC^. 
Ueber die dadurch bedingte Aenderung der o\ tt j- -ri« i. 1^ • j %• 

Flächengrössen sehe man unten die Antwort ö) ^^n diesen Hilgenschafxen Sind die 

der Frage 44. Unter 1, 2, 4, 6 aufgezählten nur bei 

» !_, -^- c. ,1. :.. r.. ,i^» ^ der perspektivischen Lage ähnlicher 

Erkl. 104. Stellt man die Einzelfälle der Vielecke vorhanden, dagegen gelten die 

Beziehungen zusammen, welche m nebenstehen- ^. ^^«-^ tv***c*u«v>u, ua.g^g^u g^xu^u uic 
den Antworten enthalten sind, so erhält man -Cilgenscnaiten 3, 5, 7 auch m der SChie- 

nachfolgende Gruppen: fen Lage ähnlicher Vielecke. Der 

1) In gerader Linie liegen : Beweis derselben ergibt sich unmittelbar 
SAi A,, SBi B„ . • • (ebenso SA^ Aj,, SB^ JB^, • • •). aus Figur 12 oder aus wiederholter 

2) SA^ : SA, = SBy^ : SB, = . • . = x (= 2). Einzelanweudung des Satzes 7. Und 
S) A^B^:A,B, = A^c^:A,c, = "=x{=2). zwar ist zur Herstellung der per- 
4.) A^B^\\A,B,, A^Ci\\A,Ci, "• spektivischeu Lage bei gleich- 
b) <^A^B^Ci=z<^A,B,c,y laufend ähnlichen Figuren eine Dre- 

-^B^A^c^ = ^B,A,c,. huug nötig, bei ungleichlaufenden 

^) AA^iS9^A,B,s, ^AiC^s.^A^c^s^. Umklappung und Drehung bezw. 
1) ^AtB^c^ss9A,B,c„ /^A^C^D^9^A,c,D,, eine besonders auszuwählende Umklap- 

Viereck A, C^D^E^^^A, C, D, E,, pung allein. 

Frage 42, Welche verschiedenen 
Lagebeziehungen kann der Aehnlichkeits- 

punkt zu den zwei perspektivisch Ue- Antwort. Die Lage des Aehnlich- 

genden Figuren annehmen? keitspunktes , und zwar sowohl eines 

äussern als eines innem, kann die fol- 

Erkl. 105. Einem äussern Punkt der einen genden vier Beziehungen aufweisen : 

Figur entspricht immer auch ein äusserer Punkt ,xt\ ai.i-i_i «^ ixt_-a 

der ähnlichen. Da nach Erkl. 102 der Aehn- 1) JL)er Aehnlichkeitspunkt liegt 

Hchkeitspunkt der einsige sich selbst entspre- ausserhalb der ersten Figur 
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Figur 13. 




Figur 14. 



chende Punkt beider Figurensysteme ist, so (Figur 12). Dann muss er auch ausser- 
mnss er demnach filr beide Figuren gleichzeitig jj^lb der zweiten Figur Hegen. [Ein 
äußerer Punkt oder gleichzeitig innerer Punkt Durchschneiden beider FigSren kann 

im allgemeinen vermieden werden, hau- 

flger tritt es ein beim äussern als beim 

^^- innem Aehnlichkeitspunkt (wenn z. B. 

in Figur 12 die Ecke C^ über A^E, 
hereinfiele).] 

2) Der Aehnlichkeitspunkt liegt 
innerhalb der ersten Figur 
(Figur 13). Dann muss er auch inner- 
halb der zweiten Figur liegen. [Ein 
Durschneiden der beiden Figuren kommt 
bei äusserem Aehnlichkeitspunkt fast 
nicht vor, beim innem dagegen leichter 
(A^B^C^D.E^ und A^B.C^D^E^ in 
Figur 13).] 

3) Der Aehnlichkeitspunkt liegt 
auf dem Umring der ersten Figur, 
und zwar auf einer Seite (Figur 14). 
Dann muss er auch auf der entsprechen- 
den Seite des ümrings der zweiten 
Figur liegen, und diese Seite fallt für 
beide Figuren in dieselbe Gerade, näm- 
lich in einen Aehnlichkeitsstrahl. Dieser 
enthält daher die flinf Punkte S, ^„ 
A^j E^, E^. 

4) Der Aehnlichkeitspunkt liegt 
wieder auf dem Umring der ersten 
Figur, und zwar in einem Eckpunkte 
derselben (Figur 15). Dann iallt in 
denselben Punkt auch der entsprechende 
Eckpunkt der zweiten Figur, und die 
beiden an jener Ecke zusammenstossen- 
den Seiten fallen für beide Figuren je 
in dieselbe gerade Linie. 

Dabei bleibt in allen vier Fällen be- 
stehen, dass ein äusserer Aehnlich- 
keitspunkt (ob er ausserhalb oder inner- 
halb der Figuren selbst liegt) ausser- 
halb aller Strecken A^A^, B^B^ u. s. w. 
liegt, oder dass A^ und A^ auf der- 
selben Seite von S liegen, und dass 
ein innerer Aehnlichkeitspunkt (ob 
innerhalb oder ausserhalb der Figui'en 
selbst^ innerhalb aller Strecken A^A^^j 
B^Bq u. s. w. liegt, oder dass A^ und 
A^ auf verschiedenen Seiten von 6' 
liegen. Man hat also in Figur 12 für 
A^B.^C^I)^E^ mit den beiden anderen 
Figuren S als innem Aehnlichkeit!?- 




Erkl. 106. In den Figuren 12 bis 16 ist 
stets zu derselben Figur (ABCDE) derselbe 
Punkt S sowobl als äusserer wie auch als innerer 
Aehnlichkeitspunkt gewählt. Dabei ist als 
Originalfigur stets ungefähr dieselbe Figur ge- 
nommen, und auch das gleiche Verjtingungs- 
Verhältnis x = 2 : 1. Man erhält also jedesmal 
die Punkte ^, , ^j • • • als Mittelpunkte der 
(gestrichelten) Strecken SA., SA^ • • •, dagegen 
die Punkte A^, B^ -" als Endpunkte derselben 
um die Hälfte über S hinaus (punktiert) ver- 
längerten Strecken. DabiBi entstehen in Fig. 12 
und 13 jeweils neue fünf (bezw. alle n) Aehn- 
lichkeitsstrahlen, in Figur 14 nur noch 8 (bezw. 
n — 2), dsk SA und SE mit AE zusammen- 
fallen, in Figur 16 sogar nur 2 (bezw. n — 3>, 
da SB mit BC, SD mit CD zusammenfällt 
und SC zum Punkte wird. 



lieber die Anwendung der Aehnliehkeit auf das allgemeine Vieleck. 
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ErU. 107. unterwirft man die vier Fig. 12 
bis 15 der erweiterten Anscbannngsweise nach 
Erkl. 102, so fallen alle vier nebenstehenden 
Fälle in einen sasammen. Denn man kann jeden 
Punkt der Ebene von der Figur ausnehmen (1), 
oder in die Figur einrechnen (2), oder eine 
Linie der Figur durch ihn geben lassen (3), 
oder eine Ecke der Figur als Schnittpunkt zweier 
Linien dahin fallen lassen (4). Dann handelt 
es sich nur noch um die Feststellung der selbst- 
entsprechenden Elemente beider Figuren, und 
das sind jeweils der Aehnlichkeitspunkt und die 
durch ihn gehenden Linien, die Aehnlichkeits- 
strahlen. Solche sind in Figur 14 und 15 die 
durch S gehenden Vielecksseiten, sowie sämt- 
liche durch S gehenden Transversalen der 
Figuren, in Figur 12 und 13 werden zu solchen 
die Strecken A^ J„ B, B, und alle Transversalen 
durch S, wenn man sie als zugehörige Strecken 
der Figuren betrachtet (Transversalen, Winkel- 
halbierende u. s. w.) 

BrkL 108« Der gemeinsame Aehnlichkeits- 
punkt 8 ist, wie die Figuren 12 bis 15 un- 
mittelbar erkennen lassen, nicht nur für die 
Figuren 1 und 2, sowie 1 und 3, sondern auch 
f&r 2 und 3 jedesmal Aehnlichkeitspunkt und 
zwar för: 

1 u. 2äusserer mit Verjflngungsmassstab 2:1, 
1^3 innerer „ „ 2:1, 

2 „ 3 innerer „ „ 1:1, 

d. h. (ABCDE)^ und (ABCDE)^ sind kon- 
gruent (nämlich gleichwendig). 

Und zwar ist es eine allgemeingültige Be- 
ziehung, dass wenn drei Figuren zum gleichen 
Aehnlichkeitspunkt perspektivisch liegen, dann 
dieser entweder für alle drei Paare äusserer 
Aehnlichkeitspunkt ist; oder für ein einziges 
Paar äusserer, für die beiden anderninne- 
rer Aehnlichkeitspunkt. Denn man kann auf 
demselben Aehnlichkeitsstrahle durch S drei zu- 
geordnete Punkte nur so anordnen, dass ent- 
weder alle drei auf gleicher Seite von 5, oder 
zwei auf der einen und der eine dritte auf 
der andern Seite gelegen ist. 



punkt, obwohl S ausserhalb beider Figuren 
liegt, aber ebenso in Figur 13 für 

A^B^C^D^E^ mit der Figur ^a^g^^sj^^a 
S als äussern Aehnlichkeitspunkt, 
obwohl S innerhalb beider Figuren liegt 
(vergl. Erkl. 107). 



Figur 15. 




Frage 43. Zu welcher besondern 
Anschauung führt die Vergleichung der 
Figuren {ABCDE)., und {ABCl)E\ 
in den Figuren 12 bis 15? 

Erkl. 109« In Figur 12 würde die Gesamt- 
figur JjRCjDj-B, A^B^C^D^E^ aus zwei ge- 
trennten Stücken bestehen, bei den anderen 
Figuren 13. bis 15 aber entsteht ein zusammen- 
hängendes, bei Figur 13 ein überschlagenes 
Vieleck. 

Erkl« liO* Durchmesser oder Zentrale nennt 
man bei einer zentrisch-symmetrischen Figur 
jede gerade Linie durch den Symmetriemittel- 
punkt; denn durch eine jede solche wird die 
Figur in zwei kongruente Hälften geteilt, und 



Antwort. 1) Da die Figuren 
(ABCDE)^ und (ABCDE)^ in Fig. 12 
bis 15 kongruent sind, so kann man 
dieselben zusammenfassen zu einer 
einzigen zentrisch-symmetrischen Figur, 
denn durch eine Umdrehung um 180^ 
gelangt jeweils der eine Teü dieser so 
zusammengesetzten Gesamtfigur mit dem 
andern Teil zur Deckung, die ganze 
Figur mit sich selbst. Man kann also 
jede zentrisch-symmetrische Figur durch 
einen beliebigen Durchmesser auseinan- 
derschneiden und die beiden entstehenden 
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jeder Durchmesser selber wird durch die Figur Hälften als ähnliche und in perspektl- 

*^*^^'®'*- vischer Lage befindliche Einzelfignren 



Figur 16. 




betrachten mit dem Symmetriezentrwn 
als innerem Aehnlichkeitspunkt und 
dem Verjüngungsmassstab 1:1. 

2) Bringt man daher zwei zentrische 
Figuren, welche ähnlich sind, in per- 
spektivische Lage, so kann man nach 
Durchschneidung der beiden durch zwei 
ähnlich liegende Durchmesser zweierlei 
Zuordnung treffen, nämlich die eine 
Hälfte der ersten Figur entweder mit 
der einen oder mit der andern Hälfte 
der zweiten Figur, Dabei entsteht ein- 
mal ein äusserer und einmal ein innerer 
Aehnlichkeitspunkt, und da die Symmetrie- 
mittelpunkte der beiden Figuren beide- 
mal entsprechende Punkte werden , so 
liegen diese beiden Aehnlichkeitspunkte 
auf derVerbindungslinie der Mittelpunkte; 
und wegen der allgemeinen Beziehungen 
der Antwort der Frage 41 wird diese 
Verbindungsstrecke der Mittelpunkte 
durch die beiden Aehnlichkeitspunkte 
aussen und innen in demselben Verhält- 
nis geteilt, nämlich im Verhältnis der 
entsprechenden Seiten beider ähnlichen 
Figuren (Figur 16). 



ErkK 111. Bei Figur 16 ist B^E, und B^E^ 
ein Durchmesser des Sechsecks. Und diesem 
Durchmesser B^E^ entspricht entweder B^E^ 
oder E^B^, Im erstem Fall entspricht der 
Hälfte A^ 5, El F, der ersten Figur die Hälfte 
A^B^E^F^ der zweiten mit Sa als äusserem 
Aehnlichkeitspunkt und: 

SaA^-.SaA, = SaM, iSaM^ = A.B^lA^B^', 

im zweiten Fall entspricht derselben Hälfte 
-4, Ä, El Fl der ersten Figur die Hälfte D^ J^:^ B, C, 
der zweiten mit Si als innerem AehnlichJceits- 
punkt und: 

Da aber D^E^ = A^B^, so wird: 
SaMi : SaM.^ = SiMi : Ä Af, = A^B^ : A^B.^. 



Erkl. 112. Die vorstehenden Betrachtungen 
geben die allgemeine Erklärung der Ergebnisse 
in Erkl. 96. Denn da durch das Zusammen- 
treffen zweier kongruenten Hälften die zentrisch- 
symmetrischen Figuren nur geradzahlige 
Vielecke sein können , so kann auch nur bei 
geradzahligen Figuren dieser Unterschied der 
gegenseitigen Lage verschwinden. Dies war 
aber gerade in Erkl. 96 gefunden worden, dass 
nämlich die zentrischen Vierecke ohneLagen- 
Veränderung zu einem äussern oder innern 
Aehnlichkeitspunkt in perspektivische Lage 
kommen konnten. Dies gilt nicht vom gleich- 
seitigen Dreieck, da dies eben nicht zentrisch- 
symmetrisch ist (nämlich nicht durch Umdrehung 
um 1800, sondern durch solche um 130^ mit 
sich selbst zur Deckung gelangt). 



Frage 44. Welches Ergebnis liefert 
die Vergleichung der Inhalte ähnlicher 
Vielecke? 

Erkl. 118. Sind a, 6, c ... Ar, / . • . irgend 
welche Seiten oder Diagonalen zweier ähnlichen 
Vielecke, und bezeichnen für den Augenblick 



Antwort. Aehnliche Vielecke lassen 
sich in lauter ähnliche Teildreiecke zer- 
legen, und die Inhalte je zweier ent- 
sprechenden dieser Teildreiecke ver- 
halten sich nach Satz 8 wie die Quadrate 
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A, B, C '" Kj L solche Teildreieoke, welche 
diese vorigen als Seiten haben, so ist: 

^, : ^ = a,2 : a,*, 

B, : S, = b,« : &,«, 

Lj : L, = /,« : /,2. 
Da aber bei ähnlichen Vielecken: 

80 muss anch: 

fl,2:a,2= 5,2:5^8== ... ifc^2 : jfc,« = ^^2 : 7^2 = x« 

sein, also: 

iT, =x2.Ä^„ L, = x2.L„ 
also die Summe: 

U, + B, + ...) = x2(^, + B,i-..0, 
oder: 

^,-4-B, + -- _ ,, _ «1* _ 

■ T^ af« _____ ... 



zweier ähnlich liegenden Strecken ; diese 
Verhältnisse ähnlich liegender Strecken 
aber, und folglich auch die Verhältnisse 
derStreckenqnadrate sind sämtlich gleich- 
gross. Also verhalten sich auch die 
Inhalte der ähnlichen Vielecke im ganzen 
wie solche Quadrate ähnlich liegender 
Strecken. Insbesondere gilt: 

Satz 17. Die Inhalte ähnlicher 
Vielecke verhalten sich wie die Qua- 
drate entsprechender Seiten. 



^a + ^« + 



= X' 



«2« 



Erkl. 114« Eine der bemerkenswertesten 
Anwendungen des nebenstehenden Sataes ist 
diejenige auf die Verjüngung bei ähnlichen 
Figuren. Ist die Verkürzung der Längen z. B. 
bei einer Landkarte 100000 : 1, so ist die Ver- 
jüngung der Fläche gleich 10000000000 : 1. 
Oder: Ist bei einem Bauplan eine Strecke von 
80 m dargestellt durch eine Länge von 3,2 cm, 
80 hat man (beim Ausdruck in Centimeter) als 
^Massstab** 32 : 8000 oder 1 : 250, aber die 

Fläche des Gebäudes kommt nur mit --,-. 

ozoUO 

ihrer wahren GrOsse zur Darstellung. Bei 
Karten im Atlas u. s. w. pflegt am Rande als 
rHassstab** ebenfalls nur die Längenver- 
kürzung angegeben werden; um also die Ver- 
kleinerung der Fläche zu erhalten, ist dieser 
Bruch noch ins Quadrat zu erheben. 



Frage 45. Welche eigentumliche 
Anwendung lässt voriger Satz zu auf 
den pythagoreischen Lehrsatz? 

Erkl« 115« Es erscheint lehrreich, die Ent- 
stehuDgs weise der Figar 17 im einzelnen zu 
beobachten. Fünfeck C ist dasselbe, wie Fünf- 
eck A^ByC^D^E^ in den Figuren 12 bis 16. 
Ebenso Fünleck A dasselbe, wie Fünfeck: 

A^B^C^D^E^ bezw. A^B^C^D^E^ 

in denselben Figuren. Da also a =: -^c, so 

handelt es sich darum, daraus zunächst die 
Kathete h eines rechtwinkligen Dreiecks zu 

finden, für welches a =z —c sein soll, und so- 
dann das Fünfeck B ähnlich den Fünfecken A 
und C zu konstruieren. Das erstere geschieht 

durch Eintragen der Seite a = — als Sehne 



Antwort. Zeichnet man auf den 
drei Seiten eines rechtwinkligen Drei- 
ecks beliebige, aber einander ähnliche 
Vielecke, für welche die Dreiecksseite 
zu je einer entsprechenden, d. L ähn- 
lich liegenden Seite wird, und bezeichnet 
mit Aj B, C die Flächen dieser Vielecke 
(Figur 17), so erhält man aus vorigem 
Satz 17: 

A:B:C =a^:h^:ci. 

Hierin setzt man nach dem Additions- 
gesetz der Pioportionen (Erkl. 73 des 
VI. Teiles) : 

(A + B) : C =z (a^ + h^) :eK 
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Figur 17. 




im Halbkreis über c als Dnrcbmesser. Die 
Herstellung des Fünfecks B ist dann an Fig. 12 
geschehen, wie dort auch zu erkennen ist. Man 
trägt nämlich in den Winkel J?^5C^, Figur 12, 
diese Strecke b parallel B^ C, ein, zieht von da 
aus Parallelen zu den übrigen Yielecksseiten, 
und erhält so das Fünfeck i^, wie es durch die 
Punkte auf den Aehnlichkeitsstrahlen SA^, 
SB^ • • • je zwischen Ä^ A^, B^B^"* angedeutet 
ist, ähnlich A^B^C^D^E^ und A^B^C^D^Ey 
Dieses Fünfeck ist dann kongruent auf die 
Kathete h in Figur 17 abzutragen. 

Erkl« 116. Nach vorigen Ausführungen ist 
in Figur 17 c = 2a, folglich: 

h =z |/^nr^2 = /4a2 — a« = aV^- 

Demnach ist: 

a : 6 : c = 1 : yT\ 2, 
also * 

.4 : 5 : C = a« : 6^ : c2 = 1 : 3 : 4, 

oder B das Dreifache, C das Vierfache von A\ C 
so gross wie A und B zusammen. 



Nun ist aber nach dem gewöhnlichen 
pythagoreischen Lehrsatz a*^fc* = c*, 

also ^^^ — = 1 , folglich auch : 

^"^^ = 1 oder A-\'B=C. 

Man erhält also die Aussage: 

Satz 18. Beim rechtwinkligen 
Dreieck ist der Flächeninhalt 
eines beliebigen Vielecks über der 
Hypotenuse gleich der Summe 
der Inhalte der zwei ähnlichen 
Vielecke über den beiden 
Katheten als entsprechenden Viel- 
ecksseiten. 

Der Satz gilt nicht bloss für diese 
Vielecke selbst, sondern, wie in Fig. 17 
angedeutet, auch für entsprechende Teil- 
vielecke derselben, z. B. für die den 
Dreiecksseiten anliegenden Vierecke, auch 
für die dem rechtwinkligen Dreieck gar 
nicht anliegenden Dreiecksabschnitte 
an der äussersten Ecke der Fünfecke A^ 
B, C, (Dabei muss nur für jedes Drei- 
eck die Kathete bezw. Hypotenuse dBe 
Eigenschaft ähnlicher Lage haben, im 
Sinne der allgemeinen Anschauungsweise 
der Erkl. 102.) 



ErkL 117. Es ist ohne weiteres klar, dass 
die Beziehungen des erweiterten pytiiagoreisciien 
Lehrsatzes nicht nur für die Quadrate der 
Dreiecksseiten, sondern auch für ähnliche Viel- 
ecke üher die Seiten des aUgemeinen Dreiecks 
gelten : Ein Vieleck über der Gegenseite eines 
spitzen Winkels ist kleiner, das Vieleck über 
der Gegenseite eines stumpfen Winkels ist 
grösser als die Summe der ähnlichen Vielecke 
über den beiden mderen Seiten. Die Gr6sse 
dieses Unterschieds lässt sich allerdings nicht 
so einfach ausdrücken wie im allgemeinen pytha- 
goreischen Satz für die Quadrate der Dreiecks- 
seiten. 



Frage 46. Welche Beziehung be- 
steht zwischen drei ähnlichen Figuren, 
deren je zwei sich in perspektivisch 
ähnlicher Lage befinden? 



Antwort. Denkt man sich etwa in 
den Figuren 5 und 6 oder in Figur 12 
die dritte Figur entweder sich selbst 
parallel oder mit Drehung um 180<* gegen 



Ueber die Anwendung der Aehnlichkeit auf das allgemeine Vieleck. 



43 



Fignr 18. 



Fignr 19. 




\ ; k / y \ 





D, / >' i^- / 
/ / > /' / 

i/A!/ 






ErU. 118. Bei drei Figuren vorstehender 
Art kann man je einen Punkt der dritten finden, 
wenn die zwei Punkte der anderen gegeben 
sind. Geht man etwa von Ä^ aus, so gelangt 
man über S, nach Ä^, von da über 5, nach Ä^. 
Und wenn die Aehnlichkeitsstrahlen nach den 
vorgeschriebenen Verhältnissen geteilt sind, so 
entspricht dem Punkte ^3 der Punkt A^, diesem 
wieder der Punkt ^„ also dem Punkte ^g un- 
mittelbar der Punkt J,. Genau so mit den 
Punkten D,, Dj, D^. Zu D^ gehört D, auf 
dem Strahl S^D^D^, zu D^ sodann D^ aui dem 
Strahl ^/),i>,, folglich gehört zu D« Punkt 
Dj, also müssen beide Punkte auf demselben 
Aehnlichkeitsstrahl durch den Aehnlichkeitspunkt 
der zweiten und dritten Figur, nämlich durch 
Punkt Si liegen. Also liegt rückwärts Sj auf 
derselben Geraden mit S^ und 83. 



1// ^/-^ 

die beiden ersten so verschoben, dass 
der Aehnlichkeitspunkt der Figuren 
AiBiCi und A^B^C^ verbleibt in S^ 
(Figur 18 und 19), dagegen der Aehn- 
lichkeitspunkt für AiBid und A^B^C^ 
nach Sg gelangt, so bleibt doch noch: 

A^By^'.Ä^B^ = ^jCi i-ijCj ••• u. s. w., 

also sind auch A^B^C^ und A„B^C, 



2^2 



S^8 



perspektivisch ähnlich, und somit 
müssen die Verbindungslinien entspre- 
chender Punkte sämtlich durch einen 
Aehnlichkeitspunkt Si hindurchgehen. 

Dieser Punkt Si steht nun in einer 
besondern Beziehung zu den Punkten 
S^ und S^. Bezeichnet man nämlich mit 
I) den jeweiligen Schnittpunkt der Ge- 
raden AB mit der Verbindungslinie S^S^j 
so werden entsprechende Punkte je 
zweier Figuren: />i und D^ mit Aehn- 
lichkeitspunkt Sg, ebenso Di und />3 
mit Aehnlichkeitspunkt Sg, folglich auch 
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Erkl. 119. Der Beweis des nebenstehenden 
Satzes kann auch mittels der in Erkl. 102 be- 
gründeten erweiteiten Anschauungsweise ge- 
nlhrt werden. Die beiden ebenen Systeme, 
denen je die erste nnd zweite Figur angehört, 
haben als gemeinsame Elemente den Punkt 
5, mit allen Strahlen durch ihn, ebenso die 
Systeme der ersten und dritten Figur den 
Punkt Sj mit allen Strahlen durch ihn. Der 
Strahl von Ä, durch 5,, d. h. die Verbindungs- 
gerade S^S^ ist also sowohl gemeinsam dem 
ersten und zweiten, als dem ersten und dritten 
System, folglich auch gemeinsam dem zweiten 
und dritten System. Nun haben aber das 
zweite und dritte ebene System auch nur den 
Punkt /S| mit den Strahlen durch denselben 
gemeinsam, also muss der Strahl S^S^ einer von 
diesen sein, d. h. 5,5, geht durch Äj, oder S^ 
liegt auf Ä,5g. 



(Erkl. 118) Z>g und D^ für ihren Aehn- 
Uchkeitspunkt Su Demnach muss die 
Verbindungslinie D^D^ durch Si gehen; 
nun ist aber D^D^ eben die Linie S^S^ 
also folgt, dass Si auf der Verbindungs- 
linie S^S^ liegt. Man erhält also: 

Satz 19. Wenn drei ähnliche 
Figuren paarweise in perspekti- 
vischer Lage sich befinden, so liegen 
die drei Aehnlichkeitspunkte in 
einer geraden Linie (Aehnlich- 
keitsachse), nämlich entweder als 
zwei innere und ein äusserer, oder 
als drei äussere Aehnlichkeitspunkte 
(Erkl. 108). 



Frage 47. Welche Beziehungen 
bestehen zwischen zwei ähnlichen 
Figuren in schiefer Lage? 

Figur 20. 




ErkL 120. In den Figuren 12 bis 15 ist 
jeweils S der zusammenfallende Punkt S^unAS^ 
beider Figurensysteme. Wird nun die zweite 
Figur beliebig von ihrem Platze bewegt, so 
kann nicht mehr derselbe Punkt S der gemein- 
same sein, denn Si bleibt auf seiner Stelle, 
S^ aber wird bewegt. Dabei müssen aber an 
anderen Stellen je zwei andere Punkte der bei- 
den Figuren zur Deckung gelangen. Diese zu 
finden und ihre Bedeutung zu erörtern ist der 
Zweck der vorliegenden Frage. 



Antwort« 1 ) Sind Ai Bi C, und A^ B^ C \ 
zwei ähnliche Dreiecke oder Teildreiecke 
zweier ähnlichen Figuren, so kann man 
zusammenfassen etwa ai = a^. Bringt 
man also die Schenkel dieser Winkel 
zum Schnitt, so müssen die Winkel- 
scheitel Ai und A^ mit den Schnitt- 
punkten E und F auf demselben Kreise 
um Mittelpunkt M liegen, nämlich wegen 
der gleichen Peripheriewinkel: 

Bringt man ebenso die Schenkel der 
gleichen Winkel ßi = ß^ zum Schnitt, 
so müssen auch deren Schnittpunkte K 
und F auf demselben Kreise um X 
liegen mit den Scheiteln Bi und B^ 
wegen der gleichgrossen Peripheriewinkei 
ßi und ß^ bezw. der supplementären 
Peripheriewinkel DB^E und DB^E. 

2) Bringt man die zwei Kreise um 
M und ^V zum zweitenmal zum Schnitt 
im Punkt S^ so ist nach Satz 37 des 
IV. Teiles <^ A^ SB^ = A^SB.^ ; ausserdem 
als Peripheriewinkel im Kreise um M 
SAJ)=^SA^I) und im Kreise um N 
SB, D = SB^D, folgUch auch die Neben- 
winkel SAiBi = SA^B^ und die Summen: 

3) Demnach sind SAiBfii und SA^B^C, 
zwei Vierecke mit lauter gleichen Win- 
keln in gleicher Reihenfolge, d, h. zwei 
ähnliche Vierecke mit gemein- 
samem oder selbstentsprechendem 
Punkte S. 
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Erkl. 12L Ebenso wie Ä^ Ä^ mit D und F In diesen sind entsprechende Teil- 

anf einem Kreise liegen nnd B^B^ mit E und otypi^irpr, »»^1 tvult hiPr ak Diao'nnftlpn 

F auf einem Kreise, müssen aich die Punkte 5- o •?' ™jl zwar mer aiS Lriagonaien, 

C^C^ mit EF auf einem Kreise liegen wegen "16 Seiten AiBx und A^B^, ebenso die 

der gleichen Winkel y bezw. der supplementären Greraden Yon S nach entsprechenden 

Peripheriewinkel FC,^ und /?'C,£. Und dieser Punkten, also SAi und SA^^ SBi und 

Kreis muss ebenfalls durch denselben Punkte gß qq ^^^ gn y^n je zwei solchen 
gehen, wie die beiden vorigen, denn es sind ,2> \ .. xi.^i -0 • 1. j 

auch gleiche Peripheriewinkel FC,E = FSE. galten die Sämtlichen Beziehungen der 

Ersterer nämlich ist als Aussenwinkel bei C, Antwort der Frage 41, 3), 5), 7). Der 

unmittelbar = o + ^, und : Punkt S heisst Aehnlichkeitspunkt 

wo: FSE= F8D + D8E, 4) jjg yerh&lt sich demnach: 

FSD = FA^ D = a, DSE = DB^E = ß. SA^ : 8A^ = SB^ : SB^ = • • • 

= A^ B^ i A^ B^ = * • • = Xf 

nämlich gleich dem Verjüngungsmasstab 
von A,B,C, zu A^B^C.. Da ausserdem 

Erkl. 122, Sat« 37 des IV. Teiles lautet: g^^^jj. ^ * ^^ ^^ z= B SB 

Die Verbindungslinien des einen Schnitt- ^ i_i. j * L j: * t\ *I'«^u^ 
Punktes zweier Kreise mit den beiden Kreis- SO folgt, dass auch die Dreiecke: 

Schnittpunkten jeder durch den and ern SA^ A^ 0^0 SBy^ B, es» SC^ C, • • • 

Schnittpunkt gehenden Sekante bilden stets fthnüch sind , welche gebüdet werden 
gieichgrosse Winkel aus dem Aehnlichkeitspunkt mit je zwei 

Der Beweis betrachtet die Dreiecke SA,B. . i. j -r» i,a5 \^^:a -cV:«.,,««« 

und SA^B^ Darin sind als Peripheriewinkel: entsprechenden Punkten beider Figuren, 

A,B,S = DB.s =DB,s = A,B,S ^ö* zwar mit dem Verjüngungsmassstab 

und X als Verhältnis der einschliessenden 

J?,j,s = 1800-2)^,5= 180-2)^5 Seiten des-^S; und letzterer Winkel 

— ^,^2^. bleibt stets gleich dem Winkel bei D 

Folgüch müssen auch die dritten Winkel der (^^^ ^ß ^^^ ^^) oder E 

beiden Dreiecke 5-4, S, und SA^B^ einander ^^ tp 
gleich sein, nämUch A^SB^ = A^SB^. ^^®^ ^' 

5) In diesem Sinne entspricht dem 

Punkte My als dem Mittelpunkt des Um- 

»-fci 10a w « i,« ♦ ^ • w ^- kreises für das Dreieck SA^A^y der 

Erkl« 128« Man erkennt, dass nicht nur die t» uj. at i iLr:4.i.^i . «u* ^«« TT«.i«^;«^« 
Kreise um M und N, sondern jeder Kreis ^^^t N als Mittelpunkt des Umkreises 

durch 8 und /) die Seiten AjB, und ^B, in ffir das Dreieck SB^B^, SO dass auch: 

entsprechenden Punkten trifft, ebenso jeder 53f:SJV= 5^i : 5jBi, 

Kreis durch 8 und E die Seiten B, C, und 2^S0' 

B^C^ und umgekehrt, d. h. auch je zwei ent- " ««»r ajxr ddat 

sprechende Punkte der Seiten (etwa C,^, und ^SA^MessSB^N, SA^M^bB^N, 

C^Af) liegen auf einem Kreise mit den r unkten A SMNes» 5-4,5, co 8A^B^\ 

F und 5. Die Beweisführung ist analog jener denn : 

äill^'i^^^- vL^! "S"''- Mittelpunkten zweier ^ ^^^^ = s, 5 JV + Jf 5B, = J, 51f + If 55. 
solchen Kreise bildet 5 ein Dreieck, das ahn- ^** — j cn — j cn 

lieh ist den Dreiecken des Punktes 5 mit den — -4,55, — -4,55,. 

entsprechenden Punktepaaren beider Figuren 6) Wird um den Punkt S die eine 
(vergL Abschnitt 6 nebenstehender Antwort). ^^j. Figuren A^B^C^ oder A^B^C^ so- 
weit gedreht, dass SA^ mit SA^^ in 
gleicher oder entgegengesetzter Rich- 

Erkl.124. Wäre ^,5. II ^Ä, so fiele D t™? zusammenfällt, so erhalten die 
imendlich fem, die Kreise durch A^A^ und beiden Figuren die perspektivische Lage ; 
ßiB, werden zu geraden Verbindungslinien und zwar wird S im erstem Falle 

dieser Punkte, 5 wird zu deren Schnittpunkt, innerer, im letztem äusserer Aehnlich- 
J^LhÄÄ^ keitspunkt. Man erhält also die Aussage: 

^lAi\\B^B^J so müsste wegen der Aehnlichkeit Satz 20. Zu zwei gleichwendig 

i^ ^o^^^^^.^iw^'^^^^o*?,'^^ ^^> ^'^ ähnlichen Figuren gibt es einen 

SB., SA^ mit SB^y SM mit 8N zusammen- / . , ^iv.«4. .v•.4.«*^L^/.l»/^«/1ö«^ 

Men, »ISO Pmikt i mit D, d. h. die Kreise um (sich selbst entsprechenden) 
Jf und A' berühren einander in D. Aehnlichkeitspunkt, welcher mit 
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Erkl. 125« Nach der Terallgemeinerten An- 
schauungsweise ist Punkt S gleichzeitig als 
Punkt S^ zu Figur A^ B^ C,, sowie als Punkt S, 
zur Figur A^B^C^ anzusenen. Während aber 
jedem Punkt des ersten Systems ein anderer 
Punkt des zweiten Systems entspricht, so ist der 
zu iS als zu Sj entsprechende Punkt S^ wieder 
S selbst und ebenso der zu S als zu ;S^ ent- 
sprechende Punkt Si wieder S, Daher heisst S 
ein sich selbst zugeordneter Punkt. 

Für die nebenstehend gefundenen 
Aehnlichkeitspunkte zweier ähnlichen 
Figuren in schiefer Lage behalten auch 
die unter 2) und 6) der Antwort der 
Frage 41 aufgestellten Aussagen all- 
gemein Gültigkeit, so dass nur noch die 
Punkte 1) und 4) der Antwort der Frage 41 
auf die perspektivische Lage beschränkt bleiben. 



je Zwei entsprechenden Strecken 
beider Figuren gleichwendig ähn- 
liche Teildreiecke bildet vom 
Längenverhältnis entsprechender 
Strecken der Figuren selbst; und 
ebenso mit je zwei in beiden Figuren 
entsprechenden Punkten ähäiche 
Dreiecke mit konstanten Winkeln 
gleich dem Winkel je zweier ent- 
sprechenden Strecken beider Figuren 
und mit Längenverhältnis der ein- 
schliessenden Seiten gleich dem Ver- 
hältnis der Figuren selbst 



Figur 21. 




Frage 48. Gibt es auch für un- 
gleichwendig ähnliche Figuren 
einen Aehnlichkeitspunkt, und wie 
könnte ein solcher gefunden werden? 

Erkl. 126., Die Dreiecke A^B^C^ und A^B^C^ 
in Figur 21 sind ungleichwendig ähnlich, 
weii beim Umlauf AB, ß, BC, y, C-4, « das 



-^2 -Bg Cg 



Antwort. 1) Sind A^B^C^ und 
in Figur 21 zwei ungleich- 
wendig ähnliche Figuren, und gäbe es 
einen Punkt S, für welchen, wie in 
Satz 20, die Figuren SA^C^B^ und 



Ueber die Anwendung der Aehnlichkeit anf das allgemeine Vieleck. 
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Innere der Fignr einmal links und das zweite- 
mal rechts von der Umlaufsrichtung gelegen 
ist: die Ümdrehungsrichtung des Winkels ist 
das erstemal entgegengesetzt dem der zweiten. 
Solche Figuren können nicht in perspek- 
tivische Lage gebracht werden, ohne dass 
die eine der beiden Figuren umgeklappt wird 
um eine beliebige Symmetrieachse. Dasselbe 
gilt aber auch iTOr die Vierecke SÄ^B^C^ und 
SA^B^C^, welche beide bei A einen stumpfen, 
bei B einen spitzen Winkel, aber je mit ent- 
gegengesetzter Umdrehungsrichtung besitzen. 

Erkl. 127. Satz 12 des VI. Teiles lautet: 

Der geometrische Ort für einen 
Punkt, dessen Abstände von zwei ge- 
gebenen Punkten A, B ein bestimmtes 
Verhältnis h:a haben, ist derHalbkreis 
über der Verbindungsstrecke der- 
jenigen Punkte PQ, welche die Strecke AB 
innen und aussen nach jenem Verhältnis h : a 
harmonisch teilen. 

ErkL 128. In Figur 21 ist c, = 3-c, ge- 
wählt, folglich die Teilungen A^A^ und B,£, 
auch innen und aussen wie 3:1, also innen 
3 1 3 1 „ ,. , 

Y''~r' ^^i^^^®^ "ä"*"«"' "*™**^- 



nnd 



HA^ : BA^ = JAi : JA^ = 3:1 



KB, : KB^ = LB, : LB^ = 3:1. 

Da aber auch: 

SA^ : SA^ = SB, : SB^ = 8:1, 

80 teilen H, J, K, E die Grundseiten der Drei- 
ecke A^ SA.f und B, SB^ im Verhältnis der an- 
stossenden Seiten, folglich sind SH, SJ, SK, 
SL die Winkelhalbierenden der Innen- und 
Aassenwinkel dieser Dreiecke am Punkte S, 
nämlich: 

-^Ä,SH= A^SH, <^BjSJr= BjSJST, 

<^ HSJ = 900 = ^ KSL, 

Da aber auch <^A,SB^ = A^SB^, so muss 
die Winkelhalbierende von -^AiSA^ mit der 
Winkelhalbierenden von B, SB^ zusammenfallen, 
d. h. H und K, sowie J und L liegen je auf 
derselben Geraden durch S. 

Erkl. 129, Da HK einerseits mit 5S, den- 
selben Winkel bildet, wie anderseits mit SB,, 
80 sind SEK und SJL zwei selbstent- 
sprechende Geraden der beiden Figuren 
AiB,C, und A^B^C^. Wird also die Gerade 
SK oder SL (als ganze Gerade) als eine 
Linie der Figur A,B,C,' • -betrachtet, so ist die 
entsprechende* Gerade der Figur A^B^C-" 
wieder dieselbe Gerade. Aber S ist der 
einzige sich selbstentsprechende Punkt dieser 
Geraden. Jedem andern Punkte der Geraden 
entspricht ein verschiedener Punkt derselben 
Geraden. 

Erkl. 180« Man beachte wohl, dass bei 
Pigor 20 keine selbst entsprechenden Geraden 



SA^C^B^ angleichwendig ähnliche Fi- 
guren wären, so müsste jedenfalls sein: 

SA,B,a^8A^B^, 
SAi : SB, :A,B, = SA^ : SB^ : A^ B,, 
-^A^SBi = A^SB^ u. s. w. 

Dann mnss aber auch: 

SA, : SA^ = SB, i SB^ = A, B, : A^ B, = c, : c,. 

2) Nun liegt aber nach Satz 12 des 
VI. Teiles Punkt S wie alle Punkte, 
für welche SA^^iSA^ einen bestimmten 
Wert hat, auf dem apollonischen &eise, 
welcher die Strecke AiA^ im gegebenen 
Verhältnis ci : c^ aussen und innen senk- 
recht teilt; ebenso muss derselbe Punkt 
S auf demjenigen Kreise liegen, welcher 
die Strecke BiB^ aussen und innen im 
Verhältnis ciic^ senkrecht teilt. Also 
ist S ein Schnittpunkt dieser beiden 
„Apollonischen Kreise^. Nun hat aber 
der in voriger Antwort gefundene Punkt 
S schon die Eigenschaft, dass für ihn: 

SA, : SA^ = SB, : SB, = A, B, : A^B^ 

ist, also muss der hier zu suchende 
Punkt der zweite Schnittpunkt der ge- 
nannten zwei apoUonischen Kreise sein. 

3) Für den so gefundenen neuen 
Punkt S gilt also: 

SA, : SJj = SB, : SB, = A,B,: A^B^. 

Folglich erhält man durch Umstellung: 

SA, : SB, : A,B, = SA^ : SB, : ii,B,, 

und demnach: 

/^SA,B, öS» Si4,B,, <^A,SB, = -4,SB,, 
^SA,B, = S^,B,, ^SB,A, = SB^A^, 

4) Da aber auch <^ a^ = a^, ß^ = ß^, 
so muss auch: 

^ SA,C, = SA, Bi + «j = <^ SA^B^ + a, 

= SB^C^ 

und ebenso: 

^C SBj C, = o B, C, 

sein, also sind überhaupt SAiCiBi und 
SA^C^B^ ähnliche Figuren mit entgegen- 
gesetzter Umlaufsrichtung, und man er- 
hält die Aussage: 

Satz 20a. Zu zwei ungleich- 
wendig ähnlichen Figuren gibt 
es einen (sich selbstentsprechen- 
den) Aehnlichkeitspunkt, wel- 
cher mit je zwei entsprechenden 
Strecken beider Figuren ungleich- 
wendig ähnliche Teildreiecke 
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der beiden Figuren sich ergeben konnten, da 
zwei entsprechende Geraden der beiden Figuren 
stets den Winkel A^ SA^ = B, SB^ = <J: {c^ c^) 
miteinander bilden mnssten: 

Gleichwendig ähnliche Figuren 
haben also keine ungleichwendig 
ähnliche Figuren, dagegen haben 
zwei (zu einander senkrechte) selbst- 
entsprechende Geraden durch den 
Aehnlichkeitspunkt. 

Dagegen gehen beim letztem Falle die Kreise 
mit den gleichen Peripheriewinkeln bei A^ und 
A^ nicht mehr darch S und den Schnittpunkt 
von A^B. und A^B^, weil eben diese Winkel 
nicht mehr im gleichen, sondern im entgegen- 
gesetzten Drehungssinne gemessen werden. 



bildet yom Längenverhältnis ent- 
sprechender Strecken der Figuren 
selbst. Durch ihn gehen zwei zu 
einander senkrechte selbstentspre- 
chenden Geraden beider J^guren. 



Figur 22. 




Frage 49. Welche Anwendung auf 
zwei vollständig beliebige Strecken Ai B^ 
und A^B^ gestatten die Ergebnisse der 
beiden vorigen Antworten? 

EpJ^I. 181. In Figur 22 ist der gleichwendig 

gelegene Aehnlichkeitspunkt mit Sg bezeichnet, 
»erselbe ist der Punkt 5, welcher nach der 
ersten Art wie nebenstehend, in Figur 20 ge- 
funden war und in Figur 21 als S' angedeutet ist. 



Antwort. 1) Die Sätze 20 und 20a 
liefern zusammengefasst für zwei be- 
liebige Strecken die folgende Aussage: 

Satz 20b. Zu zwei beliebigen 
Strecken gibt es sowohl einen 
gleichwendig gelegenen, als auch 
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PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Phjsik, 
Heehanik^ math. Geographie, Astronomie , des Maschinen-, Strassen-, Eiaenbahn-, 
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gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelnng der 
benutzten Sätae, Formeln, Begeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänsen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form^ wie die beztlglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
fiberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften ffir die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltSTeneieh- 
nia, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen Aber das betreflTende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und IL Ord», gleich- 
berechtigten höheren Bttrgerschulen, Privatschulen, Gjnmasien, Bealgymnaaieii, Pro- 
gymnasien , Schullehrer- Seminaren , Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwlssenachaftasehulen, 
Militärschulen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. fflr das Eii^ährlg-Frel- 
willige- und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren PrttAingen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stiltse für den Schal- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematiscben 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben su lösen, die ge- 
habten Begeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten, Lust, Liebe 
und Terständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen BemfÄ- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die TerlagshandluDg. 



lieber PreieckstrauBTersalen: die Sätze von Menelaos und Ceva. 49 

Der ungleich wendig gelegene Aehnlichkeit^unlit einen ungleichwendig gel^enen 

ist in Figur 22 mit s. bezeichnet: er ist in Aehnlichkeltspunkt, welcher je 

1* igur 21 als fif gefanden worden. lieber mehrere .. j , -^ 0*1 1 • 1. v 

EinzelbeEiehungen in den Figuren 20 bis 22 ™^ «^^ beiden Strecken gleich- bezw, 
sehe man die Au^abensammlang am Schlüsse UDgleichwendig ähnliche Dreiecke 

dieses Teiles. bildet vom Verhältnis gleich dem 

der gegebenen Strecken. 

2) Die beiden Punkte S^ und S« sind 

die beiden Schnittpunkte der zwei apoUo- 

o 1.1 100 ^ . u j « 1 nischen Kreise, welche die Verbindungs- 

nach demselben Verhältnisse teilen. So die UHd Bi B^ innen und aussen im Verhältnis 

Mittelpunkte, die Punkte gleichen Abstands- der entsprechenden Strecken senkrecht 

Verhältnisses im Innern oder Aeussem der teilen. 

Strecken. In erweiterter Anschauungsweise -v* x -r^ixn xxi^j. 

köMien als enteprechende Punkte auch Punkte Der erstere Punkt by entsteht ausser- 

ansserhalb der Strecken eelten, wenn solche mit dem auch als gemeinsamer Schnittpunkt 

deren Endpunk^n ähnliche Dreiecke bilden, der sämtlichen Kreise durch je zwei 

fet"?i TuScSr? '"' '" ^^^"' '' entsprechende Winkelscheitel und die 

beiden Schnittpunkte ihrer entsprechen- 
den Schenkel. — Der letztere Punkt S„ 
entsteht ausserdem auch als Schnittpunkt 
beider Geraden, welche sämtliche Verbin- 

Erkl. 188. In Figur 22 ist ebenfalls wie dungsstrecken je zweier entsprechenden 
in Figur 21 das Verhältnis A^Byi A^B^z= ^\i Punktepaare innen und aussen im Ver- 
gewählt. Dabei ist aber der Winkel der Strecken hältnis der beiden Strecken A^B^ und 

A^B^ und -4,J?g ein grösserer als in Figur 21, j jy fpiip« 

und dadurch sind die Punkte Sg und Su weiter ^ ^« ,. ", . , . . ^ t» 1 * o 

anseinandeigertickt. Jedenfalls muss stets der 3) ^ erbindungsstrecken der Punkte S 
eine dieser beiden Punkte im Winkel {A. B^, mit zwei entsprechenden Punkten beider 

A^B^, der andere im Nebenwinkel desselben Strecken stehen stets im gleichen Ver- 

^*^®"" hältnisse, wie die gegebenen Strecken 

selbst. Und der Winkel zweier Ver- 
bindungsstrecken ist für Sg stets gleich- 
gross, nämlich gleich dem Winkel der 
Strecken; für S« bilden je zwei solche 
Verbindungsstrecken gleichgrosse Win- 
kel mit zwei festen, sich selbst zu- 
geordneten Strahlen durch S„, 



6) Ueber Dreieckstransversalen: die Sätze von Menelaos 

und Oeva. 

Frage 50. Was versteht man unter 
einer Transversale eines Dreiecks? Antwort unter einer Transver- 

c.i^A^T^r,. sale eines Dreiecks oder einer Figur 

drei^iÄÄVrrÄ^^^^^^ «berhaupt versteht man Jede gerade 

auch nicht nur eine einrige, sondern nur ent- Dinie, welche ZU dem Dreieck oder der 
weder zwei Seiten innen und die dritte Figur in Beziehung gesetzt ist. Die 

aussen, oder alle drei Seiten aussen: Be- Transversale schneidet also jede 
iS'nA'L'^lft.*^'^''«/^^^^^ ""^^ ^'1' Seite des Dreiecks entweder inner- 

lungspnnkte der Seiten, so hat man ent- ,,, , viv r>\ \.j. :f 

weder zweimal iünem Teilpnnkt und einmal l^alD oder ausserhalb. (rCht die 
sussero, oder dreimal äussern Teilpunkt. Transversale durch einen Eckpunkt 

Sachs, Ebene Elementar- Oeometrie. VII. 4 
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« 1^"* \^T^* ^^x ^'^^^^^^ äusserer Teilpunkt des Dreiecks, SO heisst sie auch Eck 

rückt ins Unendliche, wenn die Transversale +rQnoTrni.oQl^ 
einer Seite parallel ist; er fällt in den einen transversale. 
Eckpunkt der Seite, und zwar gleich für zwei 
Seiten, wenn die Transversale Ecktransversale ist. 



Frage 61. Welche Beziehung be- 
steht zwischen den Abschnitten einer 
beliebigen Dreieckstransversale? 

Figur 23. 




Erkl. 180. Der nebenstehende Satz ist 
benannt nach seinem Entdecker, einem der 
Alexandriner Mathematiker, Namens Menelaos, 
welcher im ersten Jahrhundert nach Christus 
lehrte (vergl. Klimpert, Gesch. d. Mathematik). 

ErkL 187. Die Abschnitte der Seiten sind 
in allen vier Figuren 23 und 24, ob nun die 
Transversale durch den Innenraum oder Aussen- 
raum des Dreiecks geht, die folgenden: 

auf c auf a auf b 

AF, FB'y BD, DC\ CE, EA. 

In dieser Reihenfolge stösst jeder mit einem 
vorhergehenden und nachfolgenden an seinen 
beiden Endpunkten zusammen. Dabei liegt ein 
äusserer Abschnitt stets mit einem andern der- 
selben Seite auf derselben Strecke, was bei 
innern Abschnitten nicht der Fall ist. Schreibt 
man obige sechs Abschnitt^ in zwei Zeilen mit 
je einer Lücke: 

AF BD CE 

FB DC EA, 

80 entstehen von selbst die beiden Gruppen, 
deren Produkte gleich sind. Man thut deshalb 
auch beim Anschreiben der Produktengleichheit 
am besten, die Abschnitte jeder Seite rechts 
und links vom Gleichheitszeichen je zusammen 



Antwort. Sind D, E^ F die Schnitt- 
punkte einer beliebigen Transversale 
mit den drei Seiten a, fc, c eines Diei- 
ecks, so besteht die merkwürdige Be- 
ziehung : 

Satz 21. Werden die drei 
Seitenlinien eines Dreiecks von 
einer beliebigen Geraden ge- 
schnitten, so sind die Produkte 
je dreier nicht aneinander- 
stossenden Seitenabschnitte 
gleichgross (Satz des Menelaos). 

Beweis L 

Zum Beweise ziehe man durch irgend 
einen der Eckpunkte, z. B. durch A^ 
eine Parallele zur Gegenseite. Dann 
werden sowohl die Schenkel des Winkels 
bei E als auch bei F von den Parallelen 
AHWBC geschnitten, so dass: 

1) EC'.EA z=iCD',AH, 

2) FAiFB = AHiBD. 

Durch gliedweise Multiplikation bei- 
der Proportionen entsteht unter Weg- 
fall von AH: 

EC'FA : EA'FB = CD : BD. 

Und durch Bildung der Produkten- 
gleichung der inneren und änssereif Glie- 
der erhält man: 

AF'BD'CE = FB'DC'EA. 

Beweis IL 

Etwas übersichtlicher gestaltet sich 
derselbe Beweis, wenn man statt der 
einzigen Parallelen zur Gegenseite in 
Figur 23 drei Parallelen von beliebiger 
Richtung durch die drei Eckpunkte zum 
Beweise benützt, also (siehe Figur 24): 

AH\\BJ\\CK. 

Dann wird nämlich: 

1) AF:FB = AHiBJ, 

2) BDiDC =1 BJ'.CK. 
8) CEiEAz=L CK; AH, 
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anzuschreiben, damit man je znsammenstossende 
Abschnitte nacheinander schreibt. 

Erkl. 188* Der obenstehende Satz des Mene- 
laos ist in anderer Ausdrucksweise bereits auf- 
getreten in dem Satze der Aufgabe 209 des 
vorigen VI. Teiles: 

Werden zwei Dreiecksseiten in gegebenen 
Verhältnissen tn:n nnd rzs geteilt« so 
schneidet die Verbindungslinie zweier 
Teilpunkte die dritte Seite unter einem 
Teilungsverhältnis gleich dem Pro- 
dukt der beiden anderen. 
Ist also in Figur 23 oder 24 gegeben: 
ÄF , BD 
TW ^"^ IDC^ 
und man bringt die Verbindungslinie DF zum 
Schnitt mit Linie ^C im Punkte E, so muss 
nach diesem Satze: 

AF BD __ AE 

FBDC ~~ CE 

sein. Dies liefert aber durch Multiplikation mit 

dem Hauptnenner FB*DC'CE genau die 

nebenstehende Formel: 

AF'BD'CE= FB'DC-EA, 

Erkl. 189« Der zweite Satz der Angabe 209 
des VI. Teiles liefert die Umkehrung des vorigen 
Satzes, und diese ist wieder nur eine andere 
Ausdrucksweise des unten folgenden Satzes 21 a, 
der Umkehrung des Satzes von Menelaos. Man 
sehe die weitere Ausführung des Vergleichs in 
Au%abe 123 der Au%abensammlung am Schlüsse 
dieses Teiles. 



Durch gliedweise Multiplikation dieser 
drei Gleichungen entsteht: 

AF'BD'CE.FB'DC'EA 
= AEBJCK'. BJ'CK'AH, 

also: 

AF'BD'CE=i FB'DC'EA, 

wie oben. 



Figur 24. 




Frage 52, Welche Ausnahmefälle 
sind fttr den Satz des Menelaos an- 
zusetzen ? 

Erkl« 140. Dass die Kürzung einer Glei- 
chung weder mit 0, noch mit oo allgemein zu- 
lässig ist, geht schon aus folgenden einfachsten 
Beispielen hervor. Es ist jedenfalls 3*0 = 
und 5*0 = 0, also sicher 3*0 — 5-0, aber ge- 
wiss nicht 3 gleich 5. 

Ebenso : 8« oo = oo , 5* oo = oo , also 3- oo 
= 5-ao, aber gewiss nicht 3 gleich 5. 

Erkl« 141« Zur genauem Untersuchung der 
beiderseitigen Grenswerte der Gleichung 
im nebenstehenden ersten Falle setse man den 
Quotienten der gleich Null werdenden Strecken 
einzeln an, nämlich: 

CD AF'BD 



CE 



FB'EA' 



Wird hier -prw = -pr» ®^ ^^%* s^^^' ^^ ^^ 

diesem Falle -^ etwa gleich 1 wird, denn nur 
dann bliebe: 

1 = 4^4- oder AF'BD = FB-EA, 



Antwort. Die beiden wichtigsten 
Ausnahmefälle des Satzes von Menelaos 
sind folgende: 

1) Geht die Transversale DjEF durch 
einen Eckpunkt des Dreiecks selbst^ 
z. B. durch C, so fallen die Punkte D 
und E mit C zusammen, also wird in 
obiger Formel: 

CZ) = und CEz=z 0; BD =z o, AE z= h, 

und es entsteht: 

AF'a*0 = FB'O'h, 

also = 0. 

Deswegen ist aber durchaus nicht 
allgemein ^ F- a = FB • b, denn Kürzung 
einer Gleichung mit ist nicht statthaft. 
Diese Gleichung, welche sich auch schrei- 
ben lässt als Proportion AF:fB = b:ay 
findet vielmehr nur dann statt, wenn 
die durch C gehende Transversale CF 
die Halbierungslinie des Innen- oder 
Aussen winkeis bei C ist, denn dann wird 
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Um nun den Wert von ^ zu untersuchen für ÄF=v,,BF=ii,, und man hat u,:t, 

CE =a:b, also Uc'b=:Vc'a. 
den Augenblick des Uebergangs in den Ausdruck 3) Wird die Transversale D^F einer 

— , verschiebe man die Transversale DE sich der Dreiecksseiten parallel, Z.B. 

selbst parallel um weniges von der Ecke C weg. mit b, SO fallt Punkt E ins Unendliche, 

Dann behält der Bruch -^ vor- und nachher es werden die Abschnitte AE= co, 

CE CE= 00, und die Formel ergibt: 

stets denselben Wert von bestimmter Grösse, .„ «y. ^ __ ^j^ j.^ ^ 

bloss abhängig von der Richtung der Trans- Alf-BV- co ^ j^ js-vo- (x>, 

versalen. Es kann unmittelbar vorher z. B.: also cx> = oo. 

CD 1 , . . . T.. «o ,x H i e r aber stimmt auch die Gleichung 

-^ = -3- (wie etwa m Figur 23, 1) ^^^ beiderseitiger Weglassung der Fak- 

oder: toren 00, nämlich AF'BD = FB'Da 

^ = 1 (wie in Figur 24, 1) ^enji da DF\\ AC sein soll so muss 

CE '6 ^ * nach den Sätzen über Parallelen im 

^^^^- ^^ rj Winkel ß sich verhalten: 

"7>b7 = X (w^^ '^ ^^«^^ 24, 2) A F: FB =zCD: DB, 

Q also : 

sein, und dann wird auch für -^ in jedem dieser AF'BD =, FB'DC, 

Fälle der Wert -r- oder -5- oder -=- b e i z u - 

000 

behalten sein, wenn die Parallelverachiebung 

die Transversale durch C selbst liefert. Man 

erhält also dann nicht: 

AF-a __ 

FB'b "" ' 

sondern = - oder -|- oder ^, also nicht «rkl. 148. Diss der zweite Ausnahmefall 

0802 ^on der besondern Art ist, dass KUrzong 

AF-a = FB'h, sondern AF-a = -^-FB-b mit der Grösse 00 die Gültigkeit der Gleichung 

u ^EtDiu 7__^, ,, , bestehen lässt, kann man folgendermassen nach- 

bezw, = -.FÄ.& bezw. = —FB^b. Und ^^jg^^. ^ 

, ,xT i. Uli« Ö i»4 • j Setzt man wieder für den Quotienten der 

80 je emen andern Wert für ~-, für jede ^^endlich werdenden Abschnitte? 

verschiedene Lage der Transversalen. AF- BD AC _ 00 

FB'ClT " 'CE "■ "«"' 

Erkl.142. Da für jede Eichtung der Trans- so findet sich, dass der im allgemeinen un- 
versalen durch C ein anderer Wert entsteht, oo 

so ist wohl zu erwarten, dass für eine be- bestimmte Wert des Bruches — m diesem 

stimmte Lage der Transversalen auch einmal besondem Falle den Wert 1 behält Denn auch 

der Wert 1 selbst beizubehalten ist. Dies ge- ^^ne dass die parallele Lage noch eingetreten 

schiebt, wenn auch bei Parallelverschiebung der ^^ jj^^. ^^^^ . *^ ^ ^* 

Transversalen von C weg -pj^ = 1 bleibt, also AE __ AC-\- CE ^ ^C 

CD =-. CE ist, d. h. wenn die Transversale DE ^^ CE CE 

als Grundseite mit C als Spitze ein gleich- Wird nun AE und CE=ioo, so bleibt hier 

schenkliges Dreieck bildet, ob nun mit Winkel stehen: 

y oder dessen Nebenwinkel. In jedem dieser AC _. _ a _r 1 1 

Fälle ist die Transversale DE parallel zu 00 ' — ""+"^ — ^' 

einer der beiden Halbierungslinien von y und ^ 

dessen Nebenwinkel, also bleibt nur für diese also hier als Ausnahmefall — = 1, so dass 

beiden Winkelhalbierenden die Gleichung ,. rii • u ^ i.^ ^ 

AF-a = BF'b bestehen, wie schon in neben- ^^® Gleichung entsteht: 
stehender Antwort angegeben. In der That AF'BD _ 

weiss man aus Satz 11 des VI. Teiles, dass FB-CD "" 

jede dieser Winkelhalbierenden die Gegenseite c also : 

innen oder aussen im Verhältnis der anstossen- AF*BD =z FB*CD, 

den Seiten teüt, dass also beidemal: ^j^ ^^^^^ ^^^^ ^^3 ^^^^^^ Gründen bestätigt 

AF:BF= b:a oder AF-a = BF-b, wurde. 
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Frage 53. Welche Umkehrnng 
gestattet der Satz des Menelaos? 



Erkl. 144. Die nebenstehende Beweisführung 
ist eine indirekte; denn es wird nachgewiesen, 
dass jede Ausnahme von der BehaiXptnng den 
vorherigen Sätzen widerspricht. 

Es wird gerade ein äusserer Teilpunkt 
falso einer von den drei äusseren im ersten 
Falle, oder der einzige äussere im zweiten 
Falle) zum Beweise bentttzt, damit nicht Zweifel 
entstehen kann, ob Ton den Teilpunkien E und 
E* vielleicht der eine ein äusserer, der andere 
ein innerer Teilpuukt wäre. Denn dann 
könnte die Gleichheit CE' : E'A z= CE: EÄ 
erfüllt werden, ohne dass E und E* zusammen- 
fielen. 



Erkl. 145* Der Zusammenstellung: drei 
äussere, oder ein äusserer und zwei innere 
Teilpunkte steht gegenüber die andere Gruppe: 
drei innere oder ein innerer und zwei 
äussere; auch für letztere besteht eine besondere 
Beziehung, welche in einem späteren Satze (22 a) 
zum Ausdruck kommt. Im direkten Satze 21 
ist diese Unterscheidung nicht nötig, weil keine 
Teilung der andern Art durch dieselbe Trans- 
versale möglich ist 



Antwort. Als Umkehrung des 
Satzes von Menelaos kann man 
aussprechen : 

Satz 21a. Liegen auf den drei 
Seiten eines Dreiecks drei Teilpunkte 
(und zwar drei äussere, oder ein 
äusserer und zwei innere) so, dass 
die Produkte je dreier nicht aneinander- 
stossenden Abschnitte gleicfagross sind, 
so liegen die drei Teilpunkte auf 
einer Geraden. 

Zum Beweise lasse man einen der 
äussern Teilpunkte, z. B. J?, zunächst 
unbestimmt Verbindet man D und F 
durch eine Transversale und bezeichnet 
deren Schnittpunkt auf AC mit P, so 
wird jedenfalls: 

ÄF'BD'CE' = FBDCE'A. 

Nach Voraussetzung ist aber auch: 

AF'BD'CEz= FB'DC'EA. 

Folglich muss auch (durch Division 
beider Gleichungen): 

CE\CE* =. EAiE'A, 

oder: 

CE'.EA =iCE'iE'A. 

Nun gibt es aber nur einen einzigen 
äussern Teilpunkt der Strecke AC, ^ 
welchen das Teilungsverhältnis den Wert 
CEiEA hat, folglich muss P mit E 
zusammenfallen auf der Geraden DEF, 
d. h. D, E, F liegen auf einer Geraden. 



Frage 54. Welche Beziehung be- 
steht zwischen den von drei Eck- 
transversalen durch denselben 
Punkt gebildeten Seitenabschnitten ? 



Erkl. 146. Der nebenstehende Sats ist be- 
nannt nach seinem Entdecker, dem italienischen 
Mathematiker und Jesuiten Tommaso Ceva 
(sprich Tschewa), welcher 1648 bis 1736 lebte. 
Ueber anderthalb Jahrhunderte liegen also zwi- 
schen der Auffindung der beiden einander so 
deutlieh entsprechenden Sätze 21 und 22. 



Antwort. Sind />, E, F die Schnitt- 
punkte dreier durch einen Punkt P 
gehenden Ecktransversalen mit den 
Gregenseiten a, b, c eines Dreiecks, so 
besteht die merkwürdige Beziehung: 

Satz 22. Werden die drei Eck- 
punkte eines Dreiecks mit einem 
beliebigen Punkte verbunden, 
so sind die Produkte je dreier 
nicht aneinanderstossenden 
Seitenabschnitte gleichgross 
(Satz des Ceva). 
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Beweis I. 

Zum Beweise ziehe man durch irgend 
einen der Schnittpunkte, z. B. durch f^ 
zu jeder andern Dreiecksseite eine Par- 
allele, also in Fig. 25: FG \\ a, FE \\ b. 

Dann ist: 

FG:BD = ÄFiAB 

und 

FH:EÄ = BF'.BA 

Und ebenso: 

FGiDC = PF:Pa 

und 

FH:CE=:PF:PC. 

Bei gliedweiser Division dieser ent- 
sprechenden Proportionen fällt beim 
ersten Paar die gemeinsame Grösse AB 
weg, beim zweiten Paar die ganze rechte 
Seite, und man erhält als Werte für 

denselben Bruch -tt^ erst -rr^r • -^rr und 



Fü 



FB EÄ 



dann 



DC 



£rkL 147. Man hat su unterscheiden, ob 
der Ponkt P im Innenraame des Dreiecks, oder 
im Aassenranme gelten ist, und zwar im ersteren 
Falle für alle drei Eckpunkte im Innenwinkel, 
im letzteren Falle jedenfalls fOr zwei Eckpunkte 
im Nebenwinkel, ftir den dritten aber entweder 
im Innenwinkel (siehe Fignr 25, 2) oder im 
Scheitelwinkel (siehe Figur 26, 3). Im ersten 
Falle sind aUe drei Scinittpnnkte der Seiten 
innere Teilpunkte, im letzten der beiden Fälle 
entstehen auf zwei Seiten äussere Teilpnnkte, 
auf der dritten ein innerer (vergl. Erkl. 144). 
Die Abschnitte werden wieder wie in Erkl. 137 
in gleicher Umlaufsfolge geschrieben. I)abei 
muss man, um diese Umlaufsrichtung einzuhalten, 
nach einem äussern Teilpunkte hinaus und wie- 
der zur nächtfolgenden Ecke zurück, um von 
da auf die nächste Seite überzugehen, also: 
auf e auf a auf h 



CE' 

Folglich ist: 



also: 



AF'B D 
FB.EA 



DC 
CE 



AF 



BD 



CE 



FB 



DC 



EA. 



Erkl. 148. Man kann den nebenstehenden 
Beweis I auch in fortlaufender Schlussreihe 
schreiben, wie folgt: 

AF AF FB FG FU 



FB 



AB 
EA 
BD 
EA 



AB 
FE 



EA 



i 



BD 

EA'DC 

BD'CE' 



BD 

_ EA ( FH FG \ 

FG "" BD \fP ' FP) 

CE DC \ __ EA CE 

CP ' cp) 



AF'BD'CE=: FBDC'EA. 

Beweis IL 
Statt durch den Punkt F Parallelen 
zu den Seiten zu ziehen, kann man 
durch eine Ecke, z. B. C, Parallelen 
ziehen zu den beiden andern Trans* 
versalen, also CJ \\ AD, CK \\ BE. Dann 
wird in ähnlicher Entwicklung wie oben : 

AJiAB =zDC:DB 

und 

BK:BAz=z ECiEA 

Und ebenso: 

, AJ:AF=^ PCiPF. 

und 

BK:BF=PC:PF, 

Bei gliedweiser Division dieser ent- 
sprechenden Proportionen fällt wieder 
beim ersten Paar die gemeinsame Grösse 
AB, beim zweiten Paar die ganze rechte 
Seite weg, und man erhält als Werte 

AJ . DC EÄ 

Arcr. . 

BD 
AF 



für denselben Bruch 



BK CE 

und dann ^. Folglich ist \iieder: 

DC'EA AF 



BD DC 



also : 



CE'BD 



FB' 



AF'BD'CEz=L FB'DC^EA. 
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Also: 

AF'BD'CE= FB'DC'EA. 

In fthnlicher Weise könnte auch der neben- 
stehende Beweis II mngeschrieben werden. 




Erkl. 149. Die Proportion der Dreiecke, wie: 

APC:BPCz=ÄF:BF 

als Differens abzuleiten, wie nebenstehend, ge- 
schieht am einfachsten durch Anwendung der 
^homologen Addition bezw. Subtraktion'': 

AFC:BFC= AF.BF =z AFPzBFP 

liefert zunftelist: 

, AFC:AFP=z BFC.BFP, 

dann: 

(AFC^AFP) : AFP=z {BFC:^ BFP) : SFP, 

also: ^ PC: AFP = BPC: BFP-, 

APC:BPCz=i AFP:BFP= AFiBF. 

Statt dessen kann man letztere Proportion 
aber auch direkt ableiten, indem man APC 
nnd BPC betrachtet als Dreieck mit gemein- 
samer Omndseite PC, Dieselben verhalten sich 
dann wie die Hohen von A und B auf die 
Linie CF, also nach Satz 7 des VI. Teiles 
anch wie andere von A und B in paralleler 
Richtung gegen CF laufende Strecken, also 
auch wie AFiBF. 

Erkl. 150* In den Figuren 25 und 26 sind 
stets alle drei Fälle unterschieden, dass nämlich 
P im Innenraum, Aussenwinkelraum oder Scheitel- 
winkelraum des Dreiecks gelegen ist. Dabei 
kommen auch die verschiedensten Abänderungen 
bei den Beweisen in Anwendung: Die Propor- 
tion^ität der Strecken auf den durch die 



Beweis III. 

Als Dreiecke mit gemeinsamer Spitze 
nnd anf gleicher Linie liegenden Qrund- 
seiten verhalten sich in Figur 25 oder 
26 die Dreiecke: 

AFCiBFC=z AFiBF 

nnd ebenso: 

AFP:BFP=iAF:BF, 

folglich anch die Differenzen oder Summen 
beider Dreiecke, nämlich: 

1) ^APC:/SBPC=: AFiFB. 

Genau auf gleiche Weise erhält man 
aber auch die Verbältnisse: 

2) ^BPAi^CPA = BDiDC 

und 

8) /^CPB:/SAPB=: CE.EA. 

Bei gliedweiser Multiplikation dieser 
drei Proportionen entsteht aber links 
der Quotient der gleichgrossen Produkte 
der drei Teildreiecke, also die Einheit, 
so dass: 

1 = AF'BD'CE.FB'DC'EA, 

also: 

AF'BD'CE= FBDCEA. 

Beweis lY. 

Endlich kann man dasselbe Ergebnis 
ableiten durch zweimalige Anwendung 
des Satzes von Menelaos auf Figur 25 
oder 26, nftmlich fBr das Dreieck AFC 
mit der Transversale BPE und fttr das 
Dreieck BFC mit der Transversale APD. 
Dadurch entsteht: 

AB'FP'CE= BF'PC'EA 

und 

BA'FP'CD = AF-PC'DB. 

Durch Division dieser beiden Glei- 
chungen fallen weg AB, FP und PC, 
es bleibt: 

CE FB'EA 



also: 



DC " AF'BD' 



AF'BD'CEz= FB'DC'EA. 
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Parallelen geschnittenen Winkelschenkeln anf 

Gleicher Seite des Scheitels (1), anf verschiedenen 
eiten des Scheitels nnd über den Scheitel selbst 
weg (II, a fnr AJ'.AF and die fthnlichen). 

Ferner werden bei 111,2 die Dreiecke ABC 
und BFC nicht durch Subtraktion, sondern 
durch Addition gebildet; und während sie bei 
1 durch die Subtraktion AFC—AFP ent- 
stehen, geschieht dies bei 8 durch die umgekehrte 
A FF — A FC. Entsprechend wechseln auch 
die Richtungen der Parallelen F6r, FH bezw. 
CJ, CK nach verschiedenen Seiten der Linie 
CFPf je nach der Lage des Punktes P. 

Erkl« 151. Der nebenstehende Satz des «, ■,! ^^^ »r i » l *« i« i. j^- 

Ceva ist in andrer Ausdrucksweise ebenfalls ««,*''"• ^\^ ^^^ ^^"^^ ''*'*' u^^«*w«^^° 

schon vorgekommen als Satz in Aufgabe 210 ??^*i®''^^^^^!^®i*''^!S^ ^f*. *'*/*' ^^^P^^f^ 

des VI Teiles • ^*® '^ ^®" Aufgaben 209 und 210 des VI. Teiles 

Werden" zwei Dreiecksseiten durch Eck- angestellten Sätze entnehmen: Denn ^tt^n 

transversalen der Gegenecken in gegebenen ?*8^®^' 1*«« ^^^' ^^^^^^^^ *"^ T"""" 9'''^^'' 
Verhältni8senm:»undr:sgeteilt,sosdineidet ^\^??"» kann man auch sagen dass die Ver- 
die dritte EcktransveFsale durch den bindung^lmie der beiden ersten durch den^ 

Schnittpunkt derbeidenerstenihreGegen- g^H* ^^®' ^T ^^^P'«^",k*« ^^^ J« ^^^' 

Seite unter einem Teilungsverhftltnis Faktoren einander gleichzusetzen, kann man 

gleich dem Produkt der beiden andern, anch den Quotienten zweier davon gleichsetzen 

AjP dem Quotienten der entsprechenden Paare der 

■ Ist also in Figur 25 oder 26 gegeben -=-rr anderen. 

BD ^^ 

und -^-^, so muss nach diesem Satze: 

AF BD __ AE^ 
FB' DC "" EC 
Dies ist aber nichts andres als die Formel : 
AF'BD'CE=: FB'DC'EA, 
wie man durch Multiplikation mit dem Haupt- 
nenner FB'DC-EC erhält. 



Frage 65. Welche Ausnahmefälle 
sind für den Satz des Ceva anzusetzen? Antwort. Die beiden wichtigsten 

i?..iri lÄft Qnf^f «a« ^i^A^, „r.. i« Ausnahmefölle des Satzes von Ceva 

ErKl. lo8. öetzt man wieder, wie in.^j. ,. .. , cx 

Erkl. 141, den Quotienten der gleich Null wer- ^^^^ dieselben, Wie jene des Satzes von 

denden Strecken einzeln an, so erhält man: Menelaos, nämlich folgende: 

BD^ ^ F B'DC . 1) Fällt der Punkt P in eine Drei- 

EA AFCE ' ecksseite selbst, z. B. nach F auf AB, 

und es entsteht die Frage, welchen Wert der so werden die Abschnitte: 

Bruch -=-r- = — annimmt, also ob : AE =^ 0, BD = 0, CD = CB = a, 

■^ CE =CA = h, 

FBa^AF'h. ^nd es entsteht ans der Hauptfonnel: 

Zur Beantwortung derselben verschiebt AF-O-h = FB-a-Oj 

man den Punkt F ttber die Linie A^ weg also = 0. 
hin und her so, dass vor und nachher das tx . . i^ ^ ^ . , . 

„ ^ , . BD Deswegen ist aber durchaus nicht 

Verhältnis -^j- seinen Wert unverändert be- allgemein AF-b = FBa, da die Kür- 

hält. Dies geschieht, wie später nachgewiesen zung mit unstatthaft ist. Vielmehr 

wird (vergl. Aufgabe 127 u. flgd. der Aufgaben- erkennt man unmittelbar, dass es nur 

Sammlung am Schlüsse dieses Teilest, bei Ver- a»». „rsmi i>n«iirf ^ a^^ t l^i^ ^ ..»^.^-a^ 

Schiebung des Punktes F auf derjenigen durch ^^^ ^^^J, K^J^^^^ ^®^ Linie c ZUtnflft, 

JP gehenden Geraden, für deren Schnittpunkte X dass AFiFB = a:b, nämlich für die 

und Y auf a und b die Proportion gilt : zwei (harmonisch zugeordneten) Punkte, 

^T _ BC ____ AF welche die Strecke AB innen und aussen 

AC BX FB' im Verhältnis der (nicht anstossenden) 
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Für sÄmtliche anf a und b entetehenden Ab- Dreiecksseiten a und b teilen. Für alle 

^r:J5C oder ^C:BX; und dieser Wert ist AFh^FB-a. 

naeh obiger Formel aKein abhängig: von der 2) Liegt Punkt P so , dass eine der 

Än5^'Jh"Ä'l,^g:4ts ptÄ Eckti^nsvemlen z. B. BE,m Fig. 25,2 

bB ^^®r 2^> 2 ihrer Gegenseite parallel 

durch .4B fOr den Bruch -^rj- geltende Wert ^ird, SO werden die Abschnitte: 

wird dann auch für den Bruch -^ zu setzen ^^ = oo, CE= x, 

sein, wenn nämlich F auf ^ B zu liegen kommt, nnd aus der Hauptformel wird : 

Man erhält also je einen andern Wert für -^ ÄF-BD- co = FB-DC- go, 

für jede ^verschiedene Lage des^ Punktes F, ^^^Hierlbr; Stimmt auch die Gleichung 

nämlich -g- = -ßY~ o^®' = — ^ ^^"* ^'^ mit beiderseitiger Weglassung der Fak- 

das Teilungsverhältnis der Seite AB durch toren oo, n&mlich: 

Punkt F bedeutet AF-BD = FB*DC. 

Erkl. 154, Da für jede Lage des Punktes I^^M da BP\\ CA sein SoU, SO gilt 

F Kxi AB ein anderer Wert entsteht, so ist nach den Sätzen Über diese Parallelen 

m erwarten, dass für eine bestimmte Lage in Bezug ZUm Winkel bei F die Be- 

de«? Punktes auch einmal der Wert 1 selbst f\a\ynr\»» 

beizubehalten ist. Dies geschieht , wenn auch °* ^rtr*» ji^dd 

bei jener Verschiebung von F stets -^^^ = 1 und ebenso in Bezug zum Winkel bei 

bleibt, also^J?= BD. Dann muss aber oben /> die Beziehung: * 

auch AY zs, BC und AC = BX sein, so dass: j^q . p jj -. Qjy . -ßD 

AE.^I^^!L also: 

FB AC h' AF:FB = CD:BD, 

Dies liefert wieder den schon in neben- oder wie oben: 
stehender Antwort angegebenen Fall, dass Punkt ,„ »n— e»d r»/^ 

F die Strecke AB (innerlieh oder äusserlich) Alf-BV - JfBDL. 

teilt im Verhältnis AF: FB = a:h, so dass 
AF'b =z FBa, 

• 

Erkl« 15o, Die Auffindung desjenigen Punk- 
te F auf AB^ für welchen die Gleichung 
AF'h ■=: FB-a in Geltung bleibt, für welchen 
also die Kürzung: mit nicht zu falschem Er- 
gebnis führt, kann geschehen nach Analogie des 
Satzes 11 im VI. Teile dieses Lehrbuches : Trägt 

man nämlich Seite AC =z BG von B aus, « 1,1 <ci» r*- u -i * u mn 1 -e 
BC=AGvonA nns nach der unteren Seite ErkL156. Die beiden Ausnahmefälle kdnnen 

von AB an, so entsteht wegen gleicher Gegen- J^« ^f ^^"^ 26 und 26 hervorgehen m 

Seiten ein Parallelogramm ^4C5Ö; und die folpnder Weise: Der erste Fal, da« 

HalbierungsUnie des Innen- oder Auskenwinkels if .^'""^ ^^T^"^^^"" ^\ •? ^*f ' {J""* ^T! 

O in diesL Parallelogramm teilt ^Ä in F im ^5, ^ ,0^«' 26, 1 für die Seitenstrecke selbst, 

Verhältnis der anstossenden Seiten AG und »J« ^^' ^6, 2 oder 26, 2 für Seitenstrecke 

BG nämlich- ^^^ Verlängerung, aus Figur 2o, 3 oder 26, 3 

AV^nw^An -Rn -^ nr An— h nur fflr Seitenverlängerungen. Der zweite Fall 

AFiBF — AGiBG — BC: AC -~- a:b, dagegen , dass eine der Ecktransversalen ihrer 

also: Gegenseite parallel wird, kann nur ans Figur 

AF'b = BF'O, 25, 2 oder 26, 2 unmittelbar hervorgehen. 



Frage 56. Welche Umkehrang 
gestattet der Satz des Ceva? Antwort. Als Umkehrung des 

Satzes von Ceva kann man aus- 
sprechen : 

Satz 22 a. Liegen auf den drei 
Seiten eines Dreiecks drei Teilpunkte 
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(und zwar drei innere, oder ein 

innerer und zwei äussere) so, dass 

Erkl. 157. Der nebenstehende Beweis ist die Produkte je dreier nicht aneinander- 

ebenso wie jener in Antwort der Frage 53 ein stossenden Abschnitte gieiCügross Sind, 

indirekter. Aber dieser wird geführt mittels sO gehen die Verbindungslinien 

eines innern (also eines der drei inneren, dieser drei Teilpunkte mit den 

oder des einzigen mnem), um die Zwei- apcrpnpplrpn änroh ftinPii Piinkf 

deutigkeit aueznschUessen, dass: iregeneCKen tturcn einen rUBKL 

AF'\F*ß = AF'.FB, Zum Beweise lasse man einen der 

ohne dass F und F' zusammenfallen — wenn Innern Teilpunkte (z. B. F) zunächst 
nämlich F innerer, F* äusserer Teilpunkt wäre, unbestimmt. Verbindet man dann I) 

und E mit ihren Gegenecken, und die 
Ecke C mit dem Schnittpunkte P von 
DA und EB^ wodurch auf AB ein 
Erkl. 158. Der Satz 22a bildet die Er- Punkt F* entsteht, SO wird jedenfalls: 
gänzung zum Satz 21 a, indem dort drei äussere, AF''BD' CE = F'B^DC' EA 

oder ein äusserer mit zwei inneren Teilpunkten ^t , J^ * . ' i * . 

— hier die beiden ZwischenfäUe : drei innere , Nach Voraussetzung ISt aber auch : 
oder ein innerer mit zwei äusseren Teilpunkten AF'BD'CE =: FB-DC'EA. 

auftreten. Erst aus dieser Gegenseitigkeit der t-,^, ,. , ^„«« «„^u /a^^^^i. r^;«;«;^« 
Umkehrungen erkennt man deuüicher die Zu- ^^^S}^^^. J^^^ ^^^^ (^^^^ Division 
sammengehGrigkeit der direkten Sätze. Denn beider Gleichungen): 
es bedarf keiner besondern Festsetzung, dass AF: AF* = FBiF'B, 

eine Transversale bloss die erste Art, dagegen q^^j». 

drei Ecktransversalen durch einen Punkt bloss ' i jr- tpr a v^ • ip* n 

die -^Bweite Art von Teilpunkten auf den drei ^Jf . if if ^ Jir .j^ jf. 

Seiten liefern können. Nun gibt es aber nur einen einzigen 

innern Teilpunkt der Strecke AB, für 

welchen das Teilungsverhältnis den Wert 

AFiFB hat, folgüch muss F' mit F 

Erkl. 169. Während nach dem vorigen die zusammenfallen auf der Verbindungs- 

ümkehrungen (Sätze 21a und 22 a) scharf ge- ü^j^ Qp ^ j,^ n p p üegen auf einer 
trennt gehalten werden müssen, kann man die ^ ,^ ' j j- j' ; t :J:^^ a rk i> r 
direkte^ Sätze etwa folgendermassen zusammen- Geraden, und die drei Ldnien AD, BL, 

fassen: CF gehen durch denselben Punkt P. 

Satz. Sowohl „durch Schneidung der drei Seiten mit einer Geraden'', als auch 

• • • 

• • • 

• • ■ 

„durch Verbindung der drei Ecken mit einem Punkte'' 

entstehen solche Seitenabschnitte, dass die Pro- 
dukte je dreier aufeinander folgenden gleich- 
gross sind. 

Frage 57. Wie können die Unter- 
scheidungen der Sätze 21 und 22 rech- 
nerisch zum Ausdruck gebracht werden? 

Antwort. Die Unterscheidung zwi- 

Erkl. 160. Es hat etwas der räumlichen gehen inneren und äusseren Teilpunkten 

Anschauung widerstrebendes, eine Strecke als . . • i. j j i. I - \ 

solche als negative Raumgrösse anzusehen. Bei ^»^ numerisch dadurch auszudrucken, 

einem Teil ungs Verhältnis als absoluter Zahlen- dass man auf das Vorzeichen des 

grosse dagegen erscheint dieses Bedenken min- Teilungsverhältnisses Rücksicht nimmt 

der erschwerend. Daher ist im nebenstehenden Nach den Antworten der Fragen 12 
für diesen numerischen Ausdruck der Sätze die j ^« j ttt m -i • j i- -x- 

Darstellung mit den Teilungsverhältnissen ge- ^^^ 1^ des VI. Teiles Sind als positlV 

wählt, obwohl auch für die Produkte selbst ZU rechnen Strecken Yom Eckpunkt 

die Gleichheit mit entgegengesetztem Vorzeichen eines Dreiecks in der Richtung nach 

behauptet werden könnte. Denn die eine Seite ^^^ Innern der Seite (auch über den 

dieser Gleichung wird stets positiv, wenn keine j ." v. .^^ , ,v " . ^' , 

oder zwei negative Strecken eintreten, die anderseitlgen Eckpunkt hinaus), als 

andere entsprechend ebenso. negativ Strecken vom Eckpunkt in 
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Erkl. 161. Verfolgt man die Teilungen bei 
Fignr 23 bezw. 24 nnd 25 bezw. 26, so siebt 
man, dass folgende Teilstrecken die beigesetzten 
Zeichen erhalten: 

1) In Fignr 25, 1 nnd 26, 1 sämtliche Teil- 
strecken, Produkte nnd Teilnngsverhältnisse 
positiv bei jpglicher Umlanfsrichtnng. 

2) In Fignr 23, 1 oder 2 nnd Fignr 24, 2 
oder 3: 

lO 

+ 

+ 



Umlanfsrichtnng ABC 

AF 
BD 
CE 



AF'BD'CE 



FB 
DC 
EA 



FB'DC'EA 



AF\FB 
BDiDC 
CEiEA 



AC BD CE 



FB DC EA 



Umlanfsrichtnng ACB 

AE 
CD 
BF 



*^ 


•^ 


Hq! 


f 


f 


f 


*H 


►< 


»n 


tp 


to 


^ 


09 


CO 




t-* 


fcO 


b9 


+ 


+ 


+ 


+ 


— 


— 




— 


+ 



- 1 + 



+ i + 

+ 1 + 



+ 

+ 



+ 
+ 



+ - 



+ 
+ 



— 1 — 1 



+ 
+ 
+ 



AE'CDBF 



EC 
DB 
FA 



EC'DB'FA 



+ 



+ 
+ 



+ 
+ 



AEiEC 
CD'.DB 
BFiFA 



AE CD BF 



EC DB FA 



+ 
— 1 



+ 



+ 



+ 



+ 



+i:+i 



+ 
+ 



+ 

+ 



+ 
+ 



+ 
+ 



— 1 



+ 



+1 



+ 
+1 



der Richtung nach der Verlängerung 
der Seite. Dem entspricht positives 
Vorzeichen bei innerer Teilung, nega- 
tives bei äusserer Teilung der Seite. 
Setzt man also, statt die Produkte 
von je drei nicht aneinanderstossenden 
Strecken gleichzusetzen, das auf der 
rechten Seite der Gleichung stehende 
Produkt als Nenner unter die linke 
Seite, so erhält man das Produkt der 
drei Quotienten, welche die Teilungs- 
verhältnisse der drei Seiten in gleicher 
Umlaufsrichtung darstellen. Und dieses 
Produkt wird positiv, wenn keine 
oder zwei, es wird negativ, wenn 
eine oder drei äussere Teilungen mit 
eintreten. 

Demnach kann man die Sätze 21 
und 22 folgendermassen zusammenfassen : 

Satz 28, Liegen auf den drei 
Seiten eines Dreiecks drei Teilpunkte 
so, dass entweder sie selbst auf 
einer Geraden liegen, oder dass 
ihre Verbindungslinien mit den Gegen- 
ecken des Dreiecks durch einen 
Punkt gehen, so ist das Produkt 
der drei Teilungsverhältnisse der drei 
Dreiecksseiten in gleicher Umlaufs- 
richtung im ersten Falle — 1 , im 
zweiten Falle +1. 

Und umgekehrt: 

Satz 23 a« Liegen auf den drei 
Seiten eines Dreiecks drei Teilpunkte 
so, dass das Produkt der drei Teilungs- 
verhältnisse der drei Dreiecksseiten 
in gleicher Umlaufsrichtung entweder 
— 1 oder + 1 ist, so liegen (im ersten 
Falle) die drei Teilpunkte selbst auf 
einer Geraden, oder gehen (im 
zweiten Falle) die Verbindungslinien 
der drei Teilpunkte je mit der Gegen- 
ecke des Dreiecks durch einen 
Punkt. 



Erkl« 162« Man erkennt dentlich, dass fOr Berflcksichtignog dieses Vorzeichens die 
Darstellnnfi^ durch die Qnotienten übersichtlicher ist Dieselbe hat anch den mechanischen 
Vort-eil beim Anschreiben, dass nach Schreibung des Bruchstriches sofort die Faktoren von 
Zähler nnd Nenner sich aneinander anreihen. Andererseits aber verliert sich bei der Darstellung 
durch Quotienten die Beobachtung der wirklichen Grösse der einander (mit oder ohne 
Vorzeichen) gleichwerdenden Produkte. 
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Frage 58, Wie bestimmt man den 
wirklichen Wert der Produkte je 
dreier nicht aneinanderstossenden Seiten- 
abschnitte in den Sätzen von Menelaos 
und Ceva? 



Grfcl. 168. Weun das zweite Tellnngsver- 
hältnis in irgend andern Ziffern, als n:p, ge- 
geben ist, so kann dasselbe stets durch Er- 
weiterung oder Kürzung beider Glieder ohne 
Wertänderung so geschrieben werden, dass das 
erste Glied n heisst. 



Erkl. 164. Das Zeichen + in den Nennern 
nebenstehender Brüche bezieht sich auf die 
verschiedene Teilung: + ^f innere, — fflr 
äussere Teilung, entsprechend dem Ergebnis 
der Aufgabe 53 im VI. Teüe dieses Lehrbuches. 



Antwort. Man geht aus von den 
zwei Punkten F und D , bestimmt also 
E entweder nach Menelaos als Schnitt- 
punkt von b mit FD, oder nach Ceva 
als Schnittpunkt von b mit der Eck- 
transversalen von B durch den Schnitt- 
punkt von AD und CF. Ist dabei w:w 
das Teilungsverhältnis der Seite AB, 
n\p dasjenige der Seite BC, also: 

AFiFB = m:n, BDiDC = n:p, 

SO muss in beiden Fällen obiger Voraus- 
setzung, also sowohl für die Konstruktion 
nach Menelaos als nach Ceva, auf Orund 
der Sätze 21 bis 23 (oder auch nach 
frühem) AEiEC = m:p sein, so dass: 

ÄF BD CE m n p _ 



FB DC EA 

wird. Demnach ist: 

m 



— .— .-^ = 1 
n p m 



ÄFzr= 



BD = 



m +» 



n 



n±p 



c: 



a: 



ErkK 165. Man kann die dritte QrOsse ic 
im nebenstehenden Ausdruck eliminieren , in- 
dem ja: 

p n 1 

m 



CE = ~--^ h; 



FB=z-=^, 



DC = 



EA=z 



±n_ 

« -tP 
±"* I». 



c\ 



o; 



fC = ^ = 



n tn U'V 
ist. - Dadurch wird das Produkt zu: 

(u + l)(r±l)(-;^±l) 



also für jeden der beiden Sätze von 
Menelaos oder Ceva (bis auf Einzel- 
bestimmung des Vorzeichens): 



AF'BD'CE = 



■ a*h'C 



(fn±^n){n+p){p + m) 
= FB'DC'EA. 

Oder bezeichnet man die Einzelwerte 
der Verhältnisse: 



±« 



V 



wobei stets die Vorzeichenbestimmung des Gan- 
zen von der Einzelfigur abhängt. 



= r. 



m n 

— = w, — 

n p 

SO entsteht durch Kürzung: 

AF-BD'CEz=i =t^ 



p 

-- = w, 
tn 



iu±l)(v±l)(w±l) 
= FB'DC'EA. 



. — . _ *Q>b*C 



Frage 59. Welche Ergebnisse ent- 
stehen aus den Sätzen 23 und 23 a 
auf Grund der Antwort der Frage 58, 
wenn man einen oder mehrere der Teil- 
punkte der Seiten mit dem vierten 
harmonischen derselben Seite vertauscht? 



Antwort, l) Bei Vertauschung 
eines Punktes mit seinem vierten 
harmonischen bleibt der absolute Wert 
des Teilungsverhältnisses derselbe, je- 
doch wird das Vorzeichen dieses einen 



Ueber DreieckitranBrerBoleii : die SKtu von Hmelaos und Ceva. 
Figur 27. 




'■■■ V 



Ertl. l«e. Wenn BCD„D^ anf Seile 
o = BC in Figur 27 vier harmoniBche Ponkte 
Elnd, so sind nach Satz 6 des VI. Teiles anch 
je vier Geraden von einem Pnnkte nach diesen 
vier Punkten £CD„£>, vier harmonische Strahlen, 
wie vt ß, AC, A £i„. A D, . SUtt also Ponkt D, 
mit i>, zn vertanschen nsd D, mit A sa ver- 
binden, kann man auch Strahl AD„ mit AD, 
vertauschen and A D. mit a zam Schnitt bringen. 
Dadurch aber wird die DurcbfUhroDK vollstän- 
diger Dnalit&t im zweiten und dritten Teile 
nebenstehender Antwort ermöglicht, was ohne 
diese Oegenflberetellang von harmDDischenPnnk- 
len und harmonischen Geraden nicht ao der 
Fall wSre. 



Teilangsverhältnisses umgekehrt. Da- 
durch erhält aber auch das Produkt 
der drei Teüungaverliältnisse das um- 
gekehrte Vorzeichen, behält aber 
gleichwohl den absoluten Wert 1. Tritt 
eine zweite Vertanschung eines der 
Punkte mit dem vierten harmonischen 
ein, so wiederholt sich die UmkehrUDg 
des Vorzeichens im Produkt zum vor- 
herigen Wert unter Beibehaltung des 
absoluten Wertes 1, und dasselbe ge- 
schieht bei einer dritten Vertauschung. 
Hat man also eine Figur, für welche 
der Satz des Menelaos (oder des Ceva) 
gilt, so entsteht durch eine einmalige 
oder dreimalige Vertauschung eine Figur, 
bei welcher der andere Satz des Ceva 
(bezw. des Menelaos) in Geltung tritt, 
während bei zweimaliger Vertauschung 
die Beziehungen desselben Satzes immer 
in andrer Zosammenstellong der Punkte 
beizubehalten sind. 

2) Dadurch entstehen bei einem Drei- 
eck ABC in Figur 27, wenn drei Punkte 
auf einer Transversalen (nach 
Meuelaos) gewählt sind, zunächst durch 
Vertauschung je eines Teilpunktes mit 
dem vierten harmonischen drei Punkte 
(nach Ceva), durch deren jeden drei 
Ecktransversalen geben; durch Vertaa- 
schnng je eines zweiten Teilpunktes 



62 



Ebene Elementar-Geometrie. — VII. Teil. 



Erkl« 167« Als Beispiel zum zweiten und 
dritten Teil der nebenstehenden Antwort kann 
man etwa folgende Reihen wählen: 

Anfangsglied ! Einmalige Vertauschnng 
D^E^F^ ' A^i^o bestimmen Pg 



bestimmen i, D^E^F^ 

eine Gerade || D^E^F^ 

Oder etwa: 

D,E,F, D,E,F, 

bestimmen D^ E^ F^ 

eine Gerade D^E^F^ 

Oder umgekehrt: 

bestimmen 

einen 
Punkt Pj 



je einen P, 

Punkt P, 

bestimmen P^ 

je einen P, 

Punkt P, 



Zweimalige Vertauschung i Dreimalige 






bestimmen 

je eine 

Gerade 



J>xEoF, 
I>oE,F, 

DoE,F, 

J>^E,F, 

D,E,F, 

I>oE,F, 
D^E.F^ 



bestimmen 

je eine 

Gerade 



bestimmen 
je eine 
Gerade 



bestimmen P, 

je einen P, 

Punkt P« 



^o^o^o 



A^i^o 



^0^0^, 



Vertauschung 

bestimmen 

einen 
Punkt P^ 

bestimmen 

einen 
Punkt P, 

bestimmen 

eine 

Gerade 



Und ebenso die anderen (zusammen 4<2 := 8) 
Fälle. Mau sieht, dass jedesmal alle vier Punkte 
P„, P,, Pj, Pg und auch alle vier Transversalen 
D^E.F,, D.E^Fo, D^E.F^, DoKF, nur je 
in anderen Zusammenstellungen auftreten. 

Erkl. 168. Die vorliegende Figur 27 bildet 
eine Vereinigung der Figuren 74 und 75 des 
vorigen VI. TeUes. In der ersteren sind die 
vier Geraden DEF vorhanden ohne die zuge- 
hörigen Schnittpunkte P der Ecktransversalen, 
in der letzteren dagegen die vier Punkte P mit 
ihren Ecktransversalen ohne die zugehörigen 
Verbindungsgeraden der Punkte DEF. Figur 27 
dagegen weist beide Figurenelemente auf in 
ihrer durch die Sätze 28 bedingten gegenseitigen 
Ergänzung und Erzeugung. 

Erkl. 169. Femer stellt dieselbe Fiffur 27 
auch eine Vereinigung der Figuren 821 und 
82 II des VI. Teiles dar, indem die vier Geraden 
DEF ein vollständiges Viersei t und die vier 
Punkte P ein vollständiges Viereck bestimmeUi 
deren jedes mit sämtlichen Nebenseiten, Neben- 
ecken, sowie deren harmonischen Beziehungen 
gezeichnet vorliegt. 

Erkl. 170. Man könnte die Ergebnisse 
nebenstehender Antwort auch einzeln in Sätzen 
aussprechen; man kann daraus auch die Eigen- 
schaften von harmonischen Punkten und Ge- 
raden, die harmonischen Beziehungen des Vier- 
ecks, Vierseits und anderer wieder ableiten, 
also die Ergebnisse der Abschnitte 6 und 7 
des VI. Teiles samt den zugehörigen Au^ben 
in übersichtlicher Weise wiederholen. 



mit dem harmonischen wieder drei 
Geraden (nach Menelaos), auf deren 
jeder drei dieser Teilpunkte liegen, 
nnd durch Vertanschnng auch noch des 
dritten Teilpunktes wieder ein Punkt 
(nach Ceva), durch welchen drei Eck- 
transversalen gehen. 

3) Und umgekehrt entstehen bei dem- 
selben Dreieck ABC in Fig. 27, wenn 
drei Ecktransversalen durch einen 
Punkt (nach Ceva) gewählt sind, zu- 
nächst durch Vertauschnng je einer 
Ecktransversalen mit der vierten har- 
monischen (vergl. Erkl. 166) drei 
Transversalen (nach Menelaos), auf 
deren jeder drei Teilpunkte liegen ; 
durch Vertauschnng je einer zweiten 
Ecktransversalen mit der harmonischen 
wieder drei Punkte (nach Ceva), 
durch deren jeden drei dieser Eck- 
transversalen gehen, und durch Ver- 
tauschnng auch noch der dritten Eck- 
transversalen wieder eine Trans- 
versale (nach Menelaos), auf welcher 
drei Teilpunkte liegen. 



7) Ueber die Anwendungen der Sätze von 

Menelaos und Ceva. 

Frage 60. Worin besteht die nächst- 
liegende Anwendung der Sätze von Antwort. Die hervorragendste An- 
Menelaos und Ceva? Wendung der Sätze von Menelaos und 



lieber die Anwendungen der Sätze Ton Menelaos nnd Ceva. 
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Erkl. 171. Im Abschnitt C des IV. Teiles 
dieses Lehrbuches werden vier merkwtlrdige 
Punkte des Dreiecks nachgewiesen in der Reihen- 
folge : Eckenzentrum, Seitenzentra, Höhenpunkt, 
Schwerpunkt. Im nachfolgenden wird durch 
die Rücksicht auf leichtere Anwendung die 
Reihenfolge etwas anders; auch wird ein wei- 
terer merkwürdiger Punkt des Dreiecks nach- 
gewiesen. 



Ceva besteht in der Nachweisung der 
merkwürdigen Punkte des Dreiecks, 
durch welche mehr als zwei Gerade 
besonderer Art hindurchgehen, nämlich 
Schwerpunkt, Höhenpunkt u. s. w., und 
der mit diesen zusammenhängenden 
Eigenschaften des Dreiecks. 



Frage 61. Welches Ergebnis liefert 
die Anwendung der Sätze 23 auf die 
Mittellinien des Dreiecks? 



Antwort. 1) Sind D^ E, I die 

Mittelpunkte der Seiten a, 6, c eines 

Dreiecks, so wird unmittelbar: 

1 



Figur 28. 



AF 



= FB 



= T^ 




BD = 



CE=z 



DC =^a 



ErU. 172. In Figur 28 sind zur Verhtttung 
der ündeutlichkeit die Verhindungslinien der 
Seitenmitten selbst nicht gesogen. Femer föUt 
Linie D, F, in Figor 27 als unendlich ferne 
aus der Zeichnung weg, und so bleiben von 
den dreisehn Geraden der Figur 27 nur neun 
flbrig, nftmlich die drei Dreiedcsseiten und die 
sechs Seiten des Vierecks P^P^P^P^ bezw. des 
vollständigen Vierecks aus den vier Punkten 
SGEJ in Figur 28. Davon sind drei die 
Schwerlinien, die drei anderen die ParaUelen zu 
den Dreiecksseiten durch die Qegenecken. 



ErU. 17S* Die Vergleichung der Figuren 28 
und 27 liefert femer die Bestätigung früherer 
Angaben rttcksichtlich der Eigenschaften har- 
monischer Punkte und Strahlen: Die zu den 
Seitenmittelpunkten D^^E^Ff^ vierten harmo- 
nischen Punkte D, E^ F, sind unendlich fem 
(siehe £rkl. 101 des VI. Teiles). Femer bilden 
die vier von jedem Eckpxmkte des Dreiecks 
ausgehenden Geraden vier harmonische Strahlen, 
wie z. B. äB^ ACj AS, AH oder ebenso 
auch SA, SB, SF und die Parallele durch S 
zu e (siehe Antwort der Frage 86 im VI. Teil). 
Und von eben diesen vier harmonischen Strahlen 
ist je einer der Gegenseite parallel, weil ein 
zugeordneter diese Gegenseite halbiert (siehe 
Andeutung in Aufl^^sung der Aufgabe 147 des 
VI. TeUes). 



also durch Multiplikation sofort: 

AF'BD'CE=z FB'DC'EA = -^'a'h'e. 

Und zwar sind die drei Punkte D, E, I 
sämtlich innere Teilpunkte, alle drei 
Teilverhältnisse und ebenso ihr Produkt 
haben positives Zeichen. Folglich 
gehen die drei Schwerlinien AD, 
BE, CF durch einen Punkt, den 
Schwerpunkt 

2) Wird in Fig. 27 P^ zum Schwer- 
punkt, so werden: 

D,E,\\AB, E,F,\\BC, F,D,\\AC, 

folglich die Schnittpunkte D^E^F^ un- 
endlich fem, also auch die Linien dahin 
parallel, nämlich: 

AP^D, Pa II a . . . in Figur 28 AHJ 
BP^E.P, II 6 . . . in Figur 28 BJG 
CP,F,P,||c ... in Figur 28 CGH, 

die Linie D^E^F^ wird selbst zur un- 
endlich fernen Geraden, und die Punkte 
PiP^Pz werden zu den Punkten GHJ 
der Figur 28, nämlich zu den Gegen- 
punkten von Parallelogrammen aus zwei 
Seiten des Dreiecks mit je der dritten 
Seite als der einen und der zugehörigen 
Schwerlinie als der andern Diagonale. 

3) Der wirkliche Wert des Cevaschen 
Produktes fiir den Schwerpunkt ist, wie 

oben gefunden, gleich -g-«a-&«r, also 

der achte Teil des Produktes der ganzen 
drei Seiten. 




Ebene Elementar- Geometrit 
Fignr 29. 

.■■'V. 






/ 



p, 



Frage 62. Welche Ergebnisse lie- 
fert die AnweaduDg der Sätze 23 auf 
die Höhen des Dreiecks? A 
schei 
BrkL 174, Die nebensteb enden Beziehungen ^^^ 
zwischen Hahenabscbnirteo nod Seilen fanden Fällt 
sich zaerst im Satz 11 und später in Antwort dass' 
der Frage 57 bezw. Erkl. 139 des V. Teiles, 
femerinAnflösung der Anjgrabeai? des VI. Teiles 
(inittels der Anti Parallelität der Dreiecksseiten 
mit den Seiten dea Fnisp unkte dreiecks) und end- 
lich entstehen dieselben Sofort ans dem Ansatz _i„„ 
der Aehnlichkeit der dnrcb die Höhen gebildeten 
Teildreiecke mit gemeinsamem Winkel: ( 

tf.ACF^ABE, folglich b:e = AF-.AE, odei: 

ß-.BADe^BCF, c:a=i BD: BF, 

yiCBE^^CAD, a:b= CE-.CD. Nl 

(Figl 

Erkl.l7fi. Das Fnaspunktedreieck liegt beim inne 

spitzwinkligen Dreieck ganz im Innern, beim »»^ 
stampf winkligen Dreieck omscbliesst es den 

Scheitel des stumpfen Winkels, Daher liegen Stl™ 

in Fignr 29, I die sämtlichen vierten harmo- entst 

niscben Pnnkte Z>, E, F, und damit anth die Teile 

Verbindau^sgerade derselben ansserhalb des -fipesi 

Dreiecks; in Figor 29, II dagegen liegen 11^ -r, a 

nnd £■, anf den Seitenstreck eu selbst, nur /', -rrod 

ansserhalb, folglich geht die Gerade D^B^F^ nach 

durch das Innere des Dreiecks hindurch. alle 

Erkl. 17«. In Figur 29, \ liegt E, ziemlich ^ 
weit ansserhalb c, da wegen der geringen 2) 

Längen Verschiedenheit ron a nnd e nahezn DF „ji. i 

parallel wird mit AC, D^F,E,, BE,. Auch ^., 

F, liegt ziemlich entfernt von c, ebenso P, von -H-Oße 

a , doch bleiben anf derselben Geraden je die ^'bilt 

vier Pnnkte ^D,P,p,, BE^p^F^, CF,P,P^. fiir dieses erhält man die neuen Beziehuo- 

Diagonale, sowie das Viereck der vier Punkte ^^ Vierten harmonischen ZU DEFsmA, 

HP,^ (mit einspringendem Winkel bei H) und dass ferner D^E^F^ auf einer 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ansfnlirliche Prospekt nnd das ansfUirliche In- 

haltsrerzeichnis der ^^yöUständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer^ kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Yerlagshandlung gratis nnd portofrei bezogen werden« 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschoitten und gut brochiert, um den sofortigen and dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden« 

4). Monatlich erscheinen 3—4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie ans dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

G). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form* mit Anhängen ungelöstq^ analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisehes Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorsüglichste Lehrbuch 
siim Selbststndiam, das Tortrefflichste Nachschlagebnch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

InhaltsYerzeicImis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Stnttgart. 
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VoUstä&üg gelöste 

Auf ^aben- Sammlung 

I - oebst ADhängen angelöster Aafgaben für den Schal- & Selbstanterricht - 

i mit 

I Angabe und EntficUiing der benatzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen nnd intvorten 

is erläutert durch 

Tiele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 



*! ausallenZweigen 

I der Beehenknnst^ der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. sphärischen 

U Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analysis, 

S Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.): — 

ja aoB allen Zweigen der Physik, Mechanik, Oraphostatik, Chemie , Geodäsie, Nautik, 

I mathemat. Geographlei Astronomie; des Maschinen-, Straminen-, Eisenbahn-, Wasser-, 

g Brieken- a. Hoehban's; der Konstraktionslehren als: darstell. Geometrie, Polar- u. 
I Parallel-Perspective, Sehattenkonstruktionen etc. etc. 

für 

Schüler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und ei^olgreichen 

I Studium, zur Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

]>r« Adolpli Kleyer, 

||j Mathematiker, vereideter königl. prensa. Peldmeseer, vereideter grosah. lieBaiHclicr Gcumutor I. Klasse 

I in Frankfurt a. M. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 
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Ebene Elementar-Geometrie (Planimetrie). 

Siebenter Teil. 
Die Aehnlichkeit der geradlinigen Figuren. 

Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. Dr. J. Naelis. 

Forts. V. Heft 1319. — Seite 65—80. Mit 7 Figuren. 

Inhalt: 

la Ueber die Anwendungen der Siltze von Menelaos und Ceva. — IJpber die sogenannte „Aehnlichkeitsmethodt'" 

13 zur Auflö&ung geometrischer KonstriiktioneaufKubcu. 
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I Stuttgart 1894. 

Ü Verlag von Julius Maier. 

s ^ I 

S ^hiüi fiMMJB i iaBBia wifmiciniGTfDEFi fgtHfaciy rggi TgcffgpifgGngGTf3PrigimgpR ; 

Das vollBtändige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezoqen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a, M. 1881, 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliclies zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine SammluBg der wichtig- 
sten und praktischsten Anfg'aben ans dem Gesamtgrebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik 9 math. Geographie ^ Astronomie , des Maschinen- ^ Straasea-y Eisenbahn-, 
BrOeken- und Hochbaues, des konstrukÜTen Zeichnens etc. etc. und zwar in ToHstäodtf 
gelöster Form, mit Tielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelang der 
benutzten S&tze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grOssere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSaten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösun;? (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benatzt 
werden können. — Die Losungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhnltarerzeieh- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen Ober das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Bas Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. nnd II. Ord«, gleich- 
berechtigten höheren Bfirgersohnlen, PriTatsobulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasion, Schullehrer -Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baagewerksohnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, tecbn. Yorbereitungsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forst wissenschaftaBchnlen, 
Militärschulen, yorbereitnng.<s- Anstalten aller Arten als z. B. fOr das Einjährig- Frei- 
willige- und Ofüziers-Examen, etc. 

Die Sehfiler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt fUr Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammhmg immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum nnfeblbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die flberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütae für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben ~ in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler hei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zn lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lngt, Liebe 
und Yer»tändnis für den Schul-Unterricbt wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Facbgeno^sen aller Art, Mllitärfi 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen BeruCs- 
zweig(»n Torkommeudeu Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und -praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc , welche die Redaktion betreflfen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischer feldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst beiücksiclitigt. 

Stuttgart. iDic Yerlagshaiidlang. 



Ueber die Anwendungen der Sätze von Meneiaos nnd Ceva. 
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greifen beide nach unten über den Baum der 
Zeichnung hinaus; P, auf hh liegt ausserhalb 
des Dreiecks. 



Erkl. 177. In Figur 29, II dagegen er- 
scheinen sämtliche Punkte aus der Figur 27 
in ziemlich engem Baum zusammengedrängt: 
i>) und E^ innerhalb der Dreiecksseiten a und h, 
P, auf Km nahe bei E^, P, auf he innerhalb 
des Dreiecks. Das vollständige Vierseit der 
Linien DEF (mit c als innerer Diagonale), um- 
schliesst den Eckpunkt C, das volls^dige Vier- 
eck der Punkte AF^^^ ebenfalls den Punkt C 



ErkL 178. Durch den Punkt H gehen in 
beiden Fällen der Figur 29 die drei Höhen. 
Nun kann man von diesen je zwei einander 
zuordnen und den vierten harmonischen Strahl 
zur dritten suchen : und jedesmal geschieht dies 
durch Verbindung des Punktes H mit einem 
schon vorhandenen Punkte D^E^F^ auf einer 
der Seiten, nämlich: 

(kahh){hc mit JffP,); (ä^ä«) (Äa mit ÄA); 

{hcha)[hh mit HE^y 



Geraden liegen. Man kann also die 
Sätze aussprechen: 

Satz 24. Jede Seite des Fass- 
punktedreiecks trifft die zugehörige 
Dreiecksseite im vierten harmonischen 
Punkte zu ihrem eigenen Höhenfuss- 
punkte. 

Und: 

Die drei Schnittpunkte der 
Dreiecksseiten je mit der zugehörigen 
Seite des Fusspunktedreiecks liegen 
in einer Geraden. 

3) Femer werden die Punkte P^gg 
gebildet als Schnittpunkte je einer Höhe 
mit den Verbindungslinien ÄD^, ^^u 
CFy Man kann daher zum vorher- 
gehenden Satze 24 folgenden Zusatz 
machen : 

Satz 24 a« Verbindet man jeden 
Eckpunkt des Dreiecks mit dem 
Schnittpunkt der zugehörigen Seite des 
Fusspunktedreiecks und der Gegen- 
seite, so schneiden sich je zwei solche 
Verbindungslinien auf der dritten 
Höhe. 

Oder: 

Die Verbindungslinien der Drei- 
eckspunkte mit den vierten harmoni- 
schen Punkten zum Höhenfusspunkt 
der Gegenseite büden ein Dreieck, 
dessen Ecken auf den drei Höhen 
liegen, während seine Seiten durch 
die drei Eckpunkte gehen. 



Frage 63. Wie berechnet sich der 
wirkliche Wert des Cevaschen Pro- 
duktes f&r den Höhenpunkt des 
Dreiecks? 

Erkl« 179« Die Gleichung paPbfe = gaqhqc 
war schon zu erhalten aus E^. 69 des V. Teiles. 
Dort war als Ausdruck des wichtigen Satzes 11 
zur Vorbereitung für den pythagoreischen Lehr- 
satz angesetzt : 

apa = hqb, 

hpb = cqc, 

epc = aqa» 
Und hieraus entsteht schon durch einfache 
Multiplikation beider Seiten: 

ahepaPhPe = abcqaqbqe'y 
durch Efirzun^f mit ahe bleibt also die obige 
Gleichung, wobei nur die Festsetzung des Wer- 
tes fChr das Produkt noch vorbehalten bleibt. 
Sachs, Ebene Rlementar-Geometrie. YII. 



Antwort. Die Abschnitte der Höhen 
sind nach früherer Bezeichnung p und q. 
Man hat also nach Ceva: 

Pa'Pb'Pe = qa'qb'qci 

und der Wert dieses Produkts kann in 
den Seiten abc ausgedrückt werden. 

Nach Erkl. 82 bezw. 84 des V. Teiles 
folgt nämlich aus dem allgemeinen pytha- 
goreischen Lehrsatze: 

^2 -L. 62 -_ c2 



2a 

_ o« + 6« + c« 
Pb=^ 26 



qb=- 



qc = 



_ a« + t2--c2 



i)c=- 



fl2 — b2 4-cg 

2c 



qa 



26 

— g2 + 6g + c8 

2e 
a2_62-f c2 

2a 
5 
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Ebene Elementar-Geometrie. — VII. Teü. 



ErkL 180« Der Wert des Produktes: 



Also durch Multiplikation das Prodokt: 



Sähe 



(a2+6«-c2)(-a«+6«+c2) 



geUt die dritte Potenz einer Länge dar: Jede ^nd ffenau denselben Wert erhält: 

SUammer ist quadratisch, das Produkt aller drei ^ 

demnach von der sechsten Dimension (vergleiche qa^qb-qc» 

ErkL 183 des Y. Teiles); und da der Divisor ab c 

seihst von der dritten Dimension ist, so entsteht 

durch die Division wieder fflr paPbpe ein Aus« 

druck dritter Dimension. 



Frage 64. Welche Ergebnisse liefert 
die Anwendung der Sätze 23 auf die 
Mittelsenkrechten des Dreiecks? 



Antwort. 1) Sind D, ^, I die 
Schnittpunkte der Mittelsenkrechten auf 
Seite c, so ist nach dem Satze des 
Menelaos : 

AF'BD'CE==: FB'DC-EA. 

Hierin aber: 



Erkl. 181. Ist das Dreieck hei a und ß spitz, 
so dass tt^a^ßf so wird a aussen, h innen ge- 
troffen von der Mittelsenkrechten, der ohere 
Abschnitt von a liegt auf der Verlängerung, 
der untere ümfasst a samt der Verlängerung. 
Wird a = ß, so werden die Seiten gleich, 
beide oberen Abschnitte Null. 

Für a^ß wird a innen, b aussen geschnitten; 
fttr « = 90^ trifft die Mittelsenkrechte a in der 
Mitte, h im Unendlichen, so dass der Satz in 
Geltung bleibt, da dem Mittelpunkt einer Strecke 
als äusserer Teilpunkt mit gleichem Teilungs- 
verhältnis der unendlich ferne zugeordnet ist. 
Für stumpfen Winkel a oder ß wird b oder a 
in der Verlängerung nach aussen geschnitten, 
die andere Seite innen. 



ÄF= FB=z^e, 



BD-CEz=L DC'EA, 
AE'.BD = CEiCD, 



Erkl. 182. Die Ableitung des Bestehens 
eines gemeinsamen Schnittpunktes der drei 
Mittelsenkrechten ist nicht unmittelbar aus dem 
Satze von Ceva zu entnehmen, da dieselben 
keine Ecktransversalen sind. Man gründe daher 
diesen Beweis auf den vorigen mittels der 
Höhen, wie in Angabe 141 am Schlüsse dieses 
Teiles geschehen. 



also: 

oder: 

oder: 

AE:ECz= BDiDC. 

Man erhält also: 

Satz 25. Die Mittelsenkrechte 
einer Seite schneidet die beiden 
anderen Seiten so, dass sich deren 
untere Abschnitte ebenso verhalten 
wie die oberen. 

Oder: 

Die Mittelsenkrechte einer Drei- 
ecksseite teilt die beiden anderen 
Seiten (die eine innen, die andre 
aussen) im gleichen Verhältnis. 

. 2) Da die di-ei Kadien des dem Drei- 
eck umgeschriebenen Kreises nach den 
Eckpunkten durch denselben Punkt 
gehen (wie die drei Mittelsenkrechten), 
so ist auch zu bemerken, dass für die 
Schnittpunkte dieser Badien mit den 
Gegenseiten der Satz des Ceva gilt 



Frage 65. Welche Ergebnisse liefert 
die Anwendung der Sätze 23 auf die 
Winkelhalbierenden des Dreiecks? 



Antwort. Von den Winkelhalbieren- 
den der Dreieckswinkel weiss man 
(Satz 11 des VI. Teiles), dass sie die 
Gegenseiten (die Halbierenden der Innen- 



üeber die Anwendniigeii der Sfttie yon Henelaos und Ceva. 
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Figur 80. 




Erkl« 188« Man könnte die nebenstehenden 
Proportionen anch in der Weise schreiben, dass 
man setzt AF: FB =.+ 6 : a — nämlich + 6 : a 
fftr die Innenwinkelhalbierende, — hia fttr die 
Anssenwinkelhalbierende. Dadurch sieht man 
auch sofort, dass: 

AF'BD'CE _ 
FB'DC'EA --"±^ 
sind, je nachdem im Produkt yerschiedene Fak- 
toren enthalten sind; nämlich -^1, wenn: 

H-*4"'+ odö' +• — • — 

auftritt, also für drei innere oder einen Innern 
mit zwei äusseren, dagegen — 1, wenn: 

— . — . — oder h • "+• I 

also fttr drei äussere oder einen äussern mit 
zwei inneren. 

Erkl. 184. Der erste Teil a) und b) des 
nebenstehenden Satzes war bereits früher ge- 
funden; dagegen ist c) und d] neues Ergebnis 
aus den Sätzen von Ceva bezw. Menelaos. — 
Die Verbindungslinien der Schnittpunkte mit den 
Gegenecken sind eben die Winkelhalbierenden 
selbst Man kann daher den ersten TeU des 
Satzes auch so aussprechen: 



Winkel innen, jene der Anssenwinkel 
aussen) im Verhältnis der anstossenden 
Seiten teilen. Also: 



AF 



BD 



CE 



FB 



rszh \a 
DC z=z e : h 
EA = a : c, 

also dorch Multiplikation sofort: 

AFBD'CEiFB'DC-EA = abeiabc = 1, 

oder: 

AF'BD'CE=: FB'DC'EA. 

Demnach sind die Schnittpunkte der 
Winkelhalbierenden solche Punkte, für 
welche die Sätze 23 Geltung haben. 

Man erhält daher folgende Aussagen : 

Satz 26. Halbiert man Innen- 
nnd Anssenwinkel eines Dreiecks, so 
haben die Schnittpunkte der 
Halbierungslinien mit den Gegen- 
seiten solche Lage, dass wenn: 

a> die drei inneren oder 
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Ebene Elementar-Qeometrie. — VIL Teil. 



Bei jedem Dreieek gehen die drei Innen- 
winkelhalbierenden , sowie je eine Innen- 
winkelhalbierende und die beiden anderen 
Anssenwinkelhalbierenden durch einen Punkt 
(Satz 21 des IV. Teiles). 



b) je ein innerer und die zwei 
anderen äusseren Schnittpunkte 
mit ihren Gegenecken verbunden 
werden, diese Verbindungslinien 
je durch einen Punkt gehen 
(die Mittelpunkte der In- und An- 
kreise); dass dagegen 

c) je ein äusserer und die 
zwei anderen inneren und 

d) die drei äusseren Schnitt- 
punkte je auf einer Geraden 
liegen. 



Frage 66. Wie berechnet sich der 
wirkliche Wert des Cevaschen Pro- 
duktes für die Schnittpunkte der 
Winkelhalbierenden desDi'eiecks? 



£rkl. 185. Die Gleichung: 

UaUhUe = VaVbVe bczw. a'6'c' = a'*h"e" 

war bereits aufgestellt in Erkl. 135 des V. Teiles, 
jedoch nur für die Halbierungslinien der Innen- 
winkel und ohne die Möglic&eit, die wichtigen 
Folgerungen dieser Gleichung zu erkennen. 
Daher sind dort auch die doppelten Vorzeichen 
nicht berücksichtigt. 

Erkl. 186. Der Wert des Produkts: 

vauöuc- (c±h)(c±a)(h±d) 

stellt ebenso wie der frühere Ausdruck für 
PaPbpe die dritte Potenz einer Länge dar. Denn 
der Zähler ist von der sechsten Dimension, jede 
Klammer des Nenners tou der ersten, also der 
ganze Nenner von dritter Dimension, der Quo- 
tient ebenfalls von dritter. Man kann in der- 
artigen Ausdrücken die äus^re Form der dritten 
Dimension dadurch zum Erscheinen bringen, 
dass man den Bruch k ü r z t : hier durch ch'Ca'ha. 
Dadurch wird: 

"•""• = (iii5(iti)(iii) • 

So hat jede Klammer im Nenner die Di- 
mension — 1, der ganze Nenner — 3, der ganze 
Ausdruck + 3. [Ebenso entsteht oben für 
PaPbPe durch Ausführung der Division mit abe 
der Ausdruck: 

i(f+^-)(-+"+T) 



Antwort. Die Abschnitte der 
Winkelhalbierenden auf den Gegenseiten 
sind nach früherer Bezeichnung u, v, w 
(oder auch in Antwort der Frage 56 
des V. Teiles < a" • • •)• 

Man hat also nach Antwort der 
Frage 56 (auch Erkl. 135) des V. Teiles: 

Dabei ist nach Erkl. 135 des V. Teiles 
wegen der Teilungsverhältnisse, indem 
man a<ih<ic ansetzt: 

ab ac 



Ub = 



Ue = 



c±b' 

bc 
c±a' 

ae 



Vb = 



f7c = 



c + b' 

ab 
c±a' 

bc 



(f-'+f. 



also drei Klammern je von der ersten Dimension; 
symmetrischer, aber in weniger gefälliger Schrei- 
bung kann man mit gleichem Erfolg auch setzen : 



(ub±vb=^ b). 

Also durch Multiplikation das Produkt: 

^«•"*-"^ - (^c±b){c±a)ib±ay 

Und genau denselben Wert erhält: 

Dabei gelten im Nenner die folgenden 
Vorzeichengruppierungen : 

Für den Mittelpunkt des Inkreises 
(innerer Teilpunkt aller drei Seiten) 

(c + &)(c + a)(& + a), 

Für den Mittelpunkt des Ankreises an Seite a 
(innerer Teilpunkt auf a, äusserer auf b und c) 

(c + 6)(c — a)(5-a). 

Für den Mittelpunkt des Ankreises an Seite b 
(innerer Teilpunkt auf &, äusserer auf e und a) 

(e'-b)(e + a)(b'-a). 

Für den Mittelpunkt des Ankreises an Seite e 
(innerer Teilpunkt auf Cj äusserer auf a und h) 

(C'-b)(c — a){b + a). 
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Der erste Ansdntck entsteht, indem man die erste Klammer mit e, die zweite mit a, 
die dritte mit h dividiert. Der zweite Ansdnick durch gleichmftssige Division jeder Klammer 

mit yahe. Und darin ist jeder Wnrielaasdruck von erster Dimension.] 



Frage 67. Wie berechnet sich der 
Wert des Menelaosschen Produktes 

?l ^l\5^7*®w^l^\f iJJ^^^^'J^'' Antwort. Der Wert des Produktes 
Schmttpmikte der Winkelhalbierenden ^ ^^g ^^ ^^ Vorzeichen wieder der- 
mit Ihren Gegenseiten? ^^y^^ ^i^ ^uvor, nämUch: 

Erkl« 187. Die drei doppelten Vorzeichen «a«*wc = VaVhVe = . 4. ^x /^ 4, ^\ (h^a) ' 
in (e±h)(c±a)(b±a) lassen im glänzen j. , . , , .,, . ^ 

acht Gruppierungen zu, nÄmUch: ,. ^^^ f -^ aoer jeizi im JNenner 

^^ I ^® folgenden Vorzeichengruppierungen: 

^ "}■ + + ®^^^ « "'' "^ "^ Für den uinem Teilpunkt auf a und 5, äussern 
2 + H 2...+H ^^f^ /c + h)(c + a)(b — a). 

"^ ' '••"TT puj ^gjj innem Teilpunkt auf h und c, äussern 

auf a (c — fc) (c + a) (6 + a). 



Für den innem Teilpunkt auf c und a, äussern 
auf t (c + ft)(c — a)(6 + a). 



4 -j- — — 4 -j- — — . • . 

6- + + 6 . . . - + + 

Q -^ —*— — Q — ^ — 1~ ^~~ • • • 

7 \- 7 1-... 

g 3... Für den äussern Teilpunkt auf allen drei 

,, . . ^ , . , Seiten (c -- 5) (c — a) (6 — a). 

Man sieht nun sofort, dass vier davon zur 

Torigen, die anderen vier zur nebenstehenden Also hier nach Menelaos stets zwei 

Antwort gehören, nämlich zur vorigen alle die innere und ein äusserer, oder drei 
""iS^t'f^^Ä^^f*" ^It^^^l^^'^'^A'''^^'^. Äussere, in voriger Antwort nach Ceva 

nämlich 1, 4, 6, 7, zur nebenstehenden die mit . . ' . .. ^ j • • \ 

ungerader AnAhl (1 oder 3) Minuszeichen, s^ts zwei äussere und ein innerer oder 
nämlich 2, 8, 5, 8. drei innere Teilpunkte. 

Frage 68. Welche Ergebnisse liefert 
die Anwendung der Sätze 23 auf die 

Berührungspunkte der In- und Antwort. Bezeichnet man mit den 
Ankreise des Dreiecks? Indices 01,3 die zwölf zu den vier Kreisen 

gehörigen Berührungspunkte DEI auf 
den Seiten a, 2>, c, so bestehen nach 
Antwort der Frage 66 oder nach Erkl. 
153 und Satz 23 und 24 des IV. Teiles 
folgende Beziehungen unter den 24 
Tangentenabschnitten : 

1) t, = AF, = F,B =z BD, = D,C == CE^ = E,A z=z s-a = l(-.a + 6 + c), 

2) </ = AF^ = F^B = J5D, = D^C = CF, = E^A = 8 = i-(a + ft + c), 

3) t^' — AF^=^FiBz= BD^ =z D^C = CE^ =z E^A = s ^ c =i-(a + 6 — <j), 

4) V = ^-P, = FoB = ^i)o = D,C=i CE^ = £',^ = « — fc = -i-(a — 6 + c). 

Eieraus ergibt sich nun unmittelbar 
folgende Reihe von je zwei gleichen 
Produkten (siehe Figur 31, Seite 71): 



J 
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1) ÄF^'BD^'CE^-F^B'D^C'E^Äz=z{s^ay{B'-hy{B'-e), 

2) Äf\'BD^'CE^ = l?'oB.D,C.-B,^ = («-a).».(« — 6), 

3) AF^'BD^'CE^ = F^B'D^O'EiÄ z= 8'(s " ci'ls — b), 

4) AF^'BD^'CE^ = F^B'D^C'E^Ä = «.(« — a).(«--c), 

5) ÄF^'BDf,'CE^ = F^B'D^C-E^A=z {8 — c)'(s—h)'S, 

6) AF^'BD^'CE^ = F,B.Z),C.J^,^=: (« — c).«.(« — o), 

7) AF^BD^'CE^ = FsB'D^C'E^Az=z{8^b)'(8 — e)'(8^a), 

8) AF^'BD^^CE^ = FjBDjC.-Ei-ii = (« — 6).(« — a)-«. 

Ordnet man diese Gleichheiten je 
zweier Produkte nach der fallenden 
Anzahl der drei*, ein- oder teinmaligen 
Beteiligung des Inkreises, so treten stets 
drei oder ein, nie zwei oder keine inneren 
Teilpunkte auf; also erhält man nach 
Ceva die Nachweise, dass die Ver- 
bindungslinien folgender Punktegrnppen 
je dreier Berührungspunkte mit ihren 
Gegenecken durch einen Punkt gehen: 



TTegen 1) D^E^^F^, also 

{wegen 5) D^E^F^, also 

wegen 4) i>8-^o^i» also 

wegen 2) D^E^F^, also 

/wegen 3) D^E^F^, also 
l wegen 6) D^E^F^, also 

l wegen 8) D^E^F^, also 



I. AD^, BE^, CF^ durch einen Punkt P« 
IL AR 



'0» 



0* 



IIL AD 
IV. AR 



V 



V 



BE^, CF^ durch einen Punkt P, 
jB^o» ^^1 durch einen Punkt P, 
BE^, CF^ durch einen Punkt P, 
V. ^A» ß^i» <^^i durch einen Punkt Q^ 
VI. AD^, BE^, CF^ durch einen Punkt Q. 
VII. AD^, BE^, CF^ durch einen Punkt Q 
wegen 7) D^E^F^, also VIIL ^i>i, BE^, CF^ durch einen Punkt Co- 
den obenstehenden jj^^^^^ ^^^^^^ ^^^ folgende Aussagen 

machen : 



i! 



Erkl. 188. um aus 
Gleichungen t^ bis ^3' der Beihe nach die nach- 
folgenden Gleichungen 1) bis 8) entstehen zu 
lassen, kann folgendes Verfahren eingehalten 
werden: Zu AF^ gehört jedenfalls F^^B, also 
links {8 — a) und rechts (8 — l). Kommt dann 
zu AF^ noch BD^ oder BD,, so entstehen 
beiderseits gleiche Produkte; wtlrde dagegen 

zu ^Fo B^c^ ^^i 0^^' ^^% gesetzt, so mttsste 
zu FqB noch Dy^C oder D^C, und das gäbe 
keine gleichen Produkte mehr. Ebenso bedingt 
der Anfang mit AF^ rechterseits den Anfang 
mit F.B, also links 8, rechte (9 — c), folglich 
muss links noch ein Faktor 8 — c , rechts ein 
Faktor 8 und beiderseits ein gleichgrosser 
hinzukommen, und das geht nur mittels BD^ 
oder BD,, nicht mit BD^ oder BD,. 

Erkl. 189« Bei der üebersicht der Glei- 
chungen 1) bis 8) fällt sofort auf, dass der 
Inkreis niezweimal beteilig ist. Aber auch 
wo der Inkreis keinmal beteiligt ist, tritt doch 
stets ein, aber auch immer nur ein innerer 
Teilpunkt auf, nämlich der eine Berührungs- 
punkt des der Seite zugehörigen Ankreises. 
Daher liegen nie drei der Punkte D^^i,,, E^ F 
auf einer Geraden, sondern jedesmal tritt der 
Satz von Ceva in Geltung, nie jener von Menelaos. 

Erkl. 190« Die Verteilung der Linienarten 
an Figur 31 ist folgende: 

Ecktransversalen nach den Berührungspunk- 
ten des Inkreises strichpunktiert —._.-.., 



Satz 27. Die zwölf Verbindungs- 
linien der Eckpunkte eines Dreied^s 
mit den Bertthrungspunkten der In- 
und Ankreise gehen zu je dreien 
durch einen von acht Punkten, 
nämlich : 

I. Die Ecktransversalen nach den 
Berührungspunkten des Inkreises {P^ 

n. bis rV. Die Ecktransversalen 
nach den Berührungspunkten je einer 
Seite mit dem Inkreise und der beiden 
anderen Seiten mit den zwei Ankreisen 
auf gleicher Seite der erstem (Pj J. 

V. bis VII. Die Ecktransversalen 
nach dem Berührungspunkte je eines 
Ankreises (^123). 

VIII. Die Ecktransversalen nach 
dem Berühruugspunkte des Ankreises 
der jeweiligen Gegenseite (^o)- 

Und die Werte der Cevaschen gleichen 
Produkte sind: 
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Figur 31. 




Ecktransversalen nach den Berühmngspnnk- 
ten eines der Ecke nicht gegenüberliegenden 
Ankreises gestrichelt ♦ 

Ecktransversalen nach den Bertthmngspnnk- 
ten des der Ecke gegenüberliegenden Ankreises 
punktiert 

Es gehen also durch P^ alle drei strich- 
punktierten Linien • — •, 

durch P„8 je eine strichpunktierte • 

und awei gestrichelte , 

durch Qj^^ je zwei gestrichelte und 

eine punktierte , 

durch Qq alle drei punktierten Linien 

Durch jede Ecke gehen eine • , eine 

, aber zwei ; und auf jeder 

solchen Linie liegen zwei Punkte P oder Q, 
nämlich: 

auf jeder — •— • liegt Pq und eüi Pus, 

auf jeder ein P^g und ein andrer Ö,j8, 

auf jeder liegt Q^ und ein C^. 



L und Vm. für Po und Q^ gleich; 

(« — a) (« — &) (« — c). 

IL und V. für P^ und Q^ gleich; 

8(ß — b)(3 — C), 

ni. und VI. für P^ und Q^ gleich: 

(8 — a)»8'(S — c). 

IV. und Vn. für Pg und Ös gleich: 

(s — a)(« — b)'S. 
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Von Pf, ausgehend gelangt man anf 

nach den Scheitelwinkdn zu den P,,,, von je 

«wei solchen auf nach den Anssen- 

winkeln zu einem Q^^^ und von diesen dreien 
auf ins Innere zu Qq und umgekehrt. 

Das der Figur 31 zu Grunde liegende Drei- 
eck ist genau dasselbe, wie dasjenige m Figur 80, 
nur sind die dortigen Verbindungslinien weg- 
gelassen. 



Erkl« 19U Es ist keine auffallende Er- 
scheinung, dass für je zwei der Punkte P und 
Q dieselben Produktwerte erscheinen. Vielmehr 
ist dies nur ein besonderer Fall der in Auf- 
gabe 146 dieses Teiles behandelten allgemeinen 
Erscheinung, dass sich stets zu einem Punkte 
innerhalb oder ausserhalb des Dreiecks ein 
zweiter finden lässt, welcher gleiches Produkt 
liefert. Auch lassen sich ja die vier vorhandenen 
Abschnittswerte «, s — a, e — 6, 8 — c nicht 
anders als viermal zu je dreien gruppieren. 



Frage 69. Welche Anwendung des 
Satzes von Menelaos liefert den Beweis 
für die „Simsonsche Gerade"? 

F^gur 82. 




P^--^-—' 



Erkl. 192. Dem Mathematiker Simson 
verdankt man die Aufstellung des Satzes: 

Fällt man von einem beliebigen Punkte 
des Umkreises eines Dreiecks die Senkrech- 
ten auf die drei Seiten, so liegen deren Fuss- 
punkte auf einer Geraden. 

Und nach ihm ist daher auch diese Gerade 
mit dem Namen „Simsonsche Gerade" be- 
nannt. 

Erkl. 198. Dass die drei Punkte DEF 
auf einer Geraden liegen, ist bereits früher 
bewiesen worden in Aufgabe 94 des IV. Teiles. 
Dort wurde mittels der Peripheriewinkel in 
den Halbkreisen über PA, PB, PC gezeigt, 
dass ^PEF = <i,PED sein muss, und da- 
raus geschlossen, dass die Linien EF und ED 
zusammenfallen müssen. 

Erkl. 194. Zum nebenstehenden Beweise 
kann man entweder die Strecken PA, PB, PC 
oder PD, PE, PF benützen. Daher sind im 
nebenstehenden beide Fälle angeschrieben, der 
letztere in Klammer. 

Von den Punkten i>, E, F sind fast immer 
zwei innere und ein äusserer. Ausser diesem 
Falle ist nur noch der eine möglich, dass alle 



Antwort. Fällt man von einem 
Punkte P eines Kreises senkrechte Gte- 
raden anf die Seiten eines dem Kreise 
eingeschriebenen Dreiecks, so entstehen 
die Fusspimkte D, E, F anf den Seiten 
a, b, c. Nun bilden diese Senkrechten 
und die Verbindungslinien des Punktes P 
mit den Eckpunkten ABC rechtwinklige 
Dreiecke, deren andere Katheten die 
von den Punkten DEF gebildeten 
Seitenabschnitte sind. Ausser dem 
rechten Winkel besitzen nun je zwei 
dieser Dreiecke gleiche Winkel, nämlich 
die Peripheriewinkel im Umkreis des 
Dreiecks über den Sehnen PA, PB, PC. 
Es ist nämlich: 

1) ^ACP= ABP o^^x ^ECP=iFBP, 

folglich : 

^ECP<f^FBP. 

2) ^BAP= BCP oder <^FAP= DCP, 

folglich : 

^FAP^DCP. 

3) <^ CBP = 1800 — CAP, 
also: 

1800 — a5P = CAP oder <^DBP= EAP, 

folglich : 

/\DBPss3EAP. 

Aus diesen Aehnlichkeiten folgt die 
Proportionalität entsprechender Seiten, 
nämUch: 

1) EC : CP(: PE) = FB : BP (: PF), 

2) FA\AP{:,PF):=zDC\CP(:.PD), 

3) DB:BP(:PD) = EA:AP(:PE), 

Werden diese drei Proportionen multi- 
pliziert; so entstehen im zweiten Glied 
sowohl links wie rechts die gleichen 
Produkte AP^BP-CP oder auch im 
dritten Glied die gleichen Rx)dukte 
PD'PE'PF, folglich sind auch gleich- 
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drei Punkte Süssere sind. Nach Satz 23 aber gross die Produkte der ersten Glieder, 

bleibt ftbr diesen dieselbe Folgerung bestehen, nSmli/th. 
wie hier. Genauere Betrachtung dieses Um- ' 

^ AF'BD'CE— FB'CD'EÄ. 

Da nun D^ E^ F zwei innere und 
einen äusseren Teilpunkt bilden, so folgt 
aus dieser Gleichung, dass die Punkte 
DEF auf einer Geraden liegen. 



Standes findet man in Au^be 151 am Schlüsse 
dieses Teiles. 



Frage 70. Welche Folgerungen 
hat vorstehendes Ergebnis für die Senk- 
rechten von einem Höhenfusspunkt auf 
die anderen Seiten nnd Höhen? 




£rU. 195« Bian kann das nebenstehende 
Ergebnis in folgenden Satz zusammenfassen: 

Satz* Werden vom Fusspunkte 
einer Höhe des Dreiecks auf die 
andern Seiten und Höhen Senkrechte 
gefällt, so liegen die vier Fuss- 
punkte dieser Senkrechten sämtlich 
auf einer einzigen Geraden. 



Antwort. Fällt man vom Punkte 
F in Figur 33 die Senkrechten : 

F(?_La, FJJ_&, FK^hu, FL±hb, 

SO wird F gleichzeitig Punkt des Um- 
kreises für das Dreieck AEH und für 
BDK Und für ersteres sind IJ, FK, 
FL die Senkrechten von F auf die drei 
Seiten, für letzteres ebenso FG^ FL, 
FK. Folglich liegen auf einer Ge- 
raden die drei Punkte J, K^ L einer- 
seits und ebenfalls auf einer Geraden 
die Punkte G^ L, K anderseits. Auf 
jeder dieser beiden Geraden müssen 
aber K und L liegen, folglich liegen 
alle vier Punkte G, J, K, L auf einer 
einzigen Geraden. 



Frage 71. Welche Anwendungen 
gestatten die Sätze 23 für Vierecke? 



Erkl. 196. Das Wegfallen der auf der 
Diagonale gelegenen Strecken AP und PC 
wird dadurch veranlasst, dass, um die beiden 
Teildreiecke in gleicher ümlaufsrichtung zu 
erhalten, die Diagonale erst in der Richtung 
AC, dann in der entgegengesetzten Richtung 
Cul durchlaufen wird. Dadurch erscheint AP 
hezw. ^C das einemal als erster, das zweite- 
mal als zweiter Abschnitt dieser Dreiecksseite, 
also einmal auf der linken, das anderemal auf 
der rechten Seite der Gleichung. Für daef 
Viereck aber erscheinen dann sämtliche Seiten 
in gleicher Ümlaufsrichtung. 



Antwort. Um die Sätze von Mene- 
laos nnd Ceva auf Vierecke anzuwenden, 
zerlegt man das Viereck durch eine 
Diagonale in zwei Dreiecke ABC nnd 
ADC in Figur 34. Zieht man nun 
durch einen Punkt P dieser Diagonale 
zwei Transversalen, je eine durch jedes 
der beiden Dreiecke oder eine gemein- 
same für beide, so erhält man für 
jedes Dreieck eine Gleichung als Aus- 
druck des Satzes von Menelaos. 

Für ABC gilt wegen PQE: 

AQ'BR'CP= QB-BC'PA. 
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Fignr 85. 




ErU. 197. Die nebenstehende Beweisfahrnng 
gilt ohne jegliche Abändening für die beiden 
Fälle der Figur 34, sowie fQr Fignr 35. Im 
ersteren sind zweierlei Transversalen, im letz- 
teren eine einzige. Dann gilt dieselbe Gerade 
als PQR ffSa ABC nnd als PST für ACD. 
Und der Satz bleibt ebenso in Gültigkeit. 

Erkl« 198. Während die einzelne Trans- 
versale die Seiten des Vierecks anssen oder innen 
treffen kann, so kann anch der den beiden 
Transversalen gemeinsame Pnnkt P anf der 
Diagonale liegen, wo man ihn annehmen will — 
anssen (siehe Fifi^r 34, I) oder innen (siehe 
Fignr 84, II). und man kann anch zu jedem 
Teildreieck zuordnen die eine oder andere 
Transversale, ohne dass die Gültigkeit des 
Satzes eine Aendemng erfährt. 







V. ^*^«.*^^ 








A Q 


7 


B 


/ 



..•'S 



.H,. 



Für ACD gut wegen PST: 

ÄP'CS'DT= PC' SD' TA. 

Bei Multiplikation beider Gleichungen 
fällt das auf beiden Seiten vorkommende 
Produkt AP* PC der auf der Diagonale 
liegenden Strecken fort, und es bleibt: 

AQ'BR'CS'DT= QB-RCSD-TA. 

Man erhält daher die Aussage: 

Satz 28. Werden die vier Seiten 
eines Vierecks von einer Trans- 
versalen durchschnitten, oder wer- 
den je zwei der vier Seiten eines 
Vierecks von zwei Transversalen ge- 
schnitten, welche durch den gleichen 
Punkt der diese Seitenpaare trennen- 
den Diagonale gehen, so sind die 
Produkte von je vier in gleicher 
Umlaufsrichtung nicht aneinander- 
stossenden Seitenabschnitten einander 
gleich. 



Frage 72. Wie lässt sich der vorige 
Satz umkehren? 

Erkl. 199. Die beiden Seiten, anf welchen 
die ersten Teilpnnkte gewählt sind, bilden das 
eine Seitenpaar, die oeiden anderen das an- 
dere; nnd das erste Seitenpaar wird vom 
zweiten Seitenpaar getrennt dnrch die Diagonale 
derjenigen Eckpunkte, in welchen je eine Seite 
des ersten Paares mit äiner Seite des zweiten 
Paares znsammenstösst. Dabei kann das Vier- 
eck als solches anch ein Überschlagenes sein: 
dann liegen zwar beide Seitenpaare anf der- 
selben Seite der Diagonale, sind aber doch 
dnrch diese Diagonale je als zusammengehörig 
abgetrennt nnd die Sätze 28 nnd 28 a behalten 
Gültigkeit. 



Antwort. Als Umkehr ung des vorigen 
Satzes kann man die Aussage machen: 

Satz 28 a« Liegen auf den vier 
Seiten eines Vierecks vier Teilpunkte 
so, dass die Produkte von je vier in 
gleicher Umlaufsrichtung nicht an- 
einanderstossenden Seitenabschnitten 
einander (auch dem Zeichen nach) 
gleich sind, so gehen jedesmal die 
beiden Verbindungstransversalen der 
Teilpunkte je zweier anstossenden 
Seiten durch den gleichen Punkt 
derjenigen Diagonalen, welche diese 
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beiden Seitenpaare trennt [Die yier 

Teilpnnkte können dabei auch auf 

EiU. 200. Um die Gleichheit der Produkte einer Geraden liegen (Figur 36).] 

auch dem Zeichen Bach featznsteiien , hat man Zum Beweise nehme man etwa an, 

wie Mher als positiv sn rechnen die AbfMshnitte ^g g^j |q Fiirur 34* 

vom Eckpunkt in der Bichtnng nach dem Innern ^ 

der Seite, als negativ die Abschnitte in der AQ'BR'CSDT= QB-RC-SD-TA. 

Richtung nach dem Aeussem der Seite. Sind Verbindet man nun QRj SUCht den 

also von den Teilpunkten des ersten Seiten- Schnittpunkt P mit der Diagonale AC 

^**^Lmi* 4««o.« ^AaT Kni^n »«-.-,a n^ar ^^^ Verbindet diesen mit S, so entsteht 

1) beide innere oder beide äussere, oder if a r\ • ci i. «xx i-x rru jsu i i. 

owi«o, «?« i««ni.a» A^. •«Ha,! -.,« auf -4 Z)em Schnittpunkt T', für welchen 

2) einer ein mnerer, der andere ein , ^ ^ «Pin mnas- 
äusserer uacii oatz ^o dciii iduso . 

so müssen auch von den Teilpunkten des andern AQ-ßR-CS-DT' = QB'RC-SD-T'A. 

Seitenpaares im ersten Falle beide innere oder Demnach entsteht durch Divisicu: 

beide äussere, im zweiten Falle wieder einer DT* DT* — TA' T*A 

ein innerer, der andere ein äusserer sein. , . i — -i-a. z -a, 

oder: 

DT'.TAz:zDT'iTA. 
Brkl. 201. Der nebenstehende Beweis ist Da nun angenommen ist, dass die 
als iBdirekter geführt. Aus demselben geht p^dukte der Strecken auch dem Vor- 

dentlich hervor, dass die Annahme des irleichen . -, i. i * i. • n i v 

Vorzeichens bei beiden Produkten nötig ist; Zeichen nach gleich sem sollen, SO können 
denn wäre dies nicht der Fall, so könnte Punkt T und T' keine verschiedenen Punkte 

r ein innerer, 2" aber ein äusserer sein oder sein, sondern wenn T innerer, muss 

umgekehrt, es wäre dann: ^^^^i V innerer Punkt sein und um- 

DT:TA = DT': TA, gekehrt; also fallen T und T als gleich- 

SiS SVs 'Ä'^uTI^W^^^^ Z: artige Teilpunkte mit gleichem Teilungs. 

selben Punkt der Diagonale AC gehen. Verhältnis zusammen, und damit ist 

die Richtigkeit des Satzes bewiesen. 

Frage 73. Welche Folgerung er- 
gibt sich aus Satz 28a für Figur 34? Antwort. Wendet man auf Figur 

Erkl. 202. Der nebenstehende Sati ist 3*» I den Satz 28 a m der Weise an, 
gewissermassen die Erläuterung des Wortes dass man nicht (wie in Antwort der 
jedesmal** im vorigen Satze 28a. Denn man Frage 71) die Seiten AB, BC und Ci), 

^T tü^ 'Tf^'^'*^^/ -Yt.t P "^ .1'^' ^i^'«<*8-- DA als die beiden Seitenpaare annimmt, 

selten zu zwei anstossenden Paaren zusammen- ^ jn •xjr^ jin^^ -j. r^ A 
fassen: Ist nur die Lage der Punkte gegeben, sondern AB mit AD und BC mit CD 
so hat man zweierlei Wahl der Znsammenfassung zusammennimmt, SO besagt Satz 28 a, 
(und dies liegt in Satz 28 a); ist aber die eine dass die Verbindungslinien der Teil- 
Diagonale und damit die eine Art der Zusammen- punkte Q und T, sowie R und S sich 
fftssunff gewählt, so folgt erstens die Produkten- Y"^^, ^t» , . V,i j Vw i » ri 

gleichheit der Seitenabschnitte (Satz 28) und 1» «i^em Punkte P' der Diagonalen BD 

zweitens die Möglichkeit der zweiten Art der treffen müssen. 

Zusammenfassung (Satz 28 b). Nimmt man ebenso in Figur 34, n 

Erkl. 208. In Figur 34, I war P ein ^^^^^ ^^y BC nni AD^ DC zusammen, 
äusserer Diagonalenpunkt, der Punkt P' eben- sondern AB, AD und BC, BD, SO 
falls. In Figur 34, II ist P ein innerer, P' müssen nach Satz 28a die Verbindungs- 

"^f^ ^^^irnTirfÄfi Äthvh .^J!i^ lißien der TeUpunkte Q und T durch 

ff, 0, c, d, werden m rigur oo, l sämtlich innen -, ^^ -d i x j ir\* i n t\ 

g^teüt, und dabei können die Schnittpunkte denselben Punkt der Diagonalen BD 
p und P' nur aussen liegen. In Figur 84, 11 gehen, wie diejenigen der Teilpunkte R 

dagegen werden nur a und d innen geteilt, uq^ S. 

h und e aussen; dabei kann P innen liegen, ^ i^..^. ^ 

P' aber muss wieder ausserhalb sein. ^^^ ernalt also: 

Brid. 204. In Figur 36 wird Satz 28 b Satz 28 b. Gehen vou einem Punkte 

Ton selbst erfCUIt, da emerseits die Linien QR der einen Diagonale eines Vierecks 
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und STj anderseits aber auch QT und RS in 
die einzige Transversale zusammenfallen. Da- 
her liegt P* im Schnittpunkt dieser selben 
Transversale mit Diagonale BD. Eine kleine 
Abänderung dieser Figur, in der Art, dass etwa 
die dortige Transversale PST belassen, aber 
statt ihrer Verlängerung PQB eine um einen 
kleinen Winkel (mit der Uhr) gedrehte zweite 
Transversale PQR gewählt würde, liefert einen 
solchen Fall der Figur, wo sowohl P (an seiner 
alten Stelle) als P* (um ein weniges gegen D 
hin verschoben) innere Punkte ihrer Dia- 
gonalen werden. Es können also von den Punk- 
ten P und P* beide innen, oder beide aussen, 
oder einer innen, einer aussen liegen. 



zwei Transversalen durch die von 
dieser ersten Diagonalen getrennten 
Seitenpaare, so gehen die Verbindungs- 
linien der so entstehenden Teilpunkte 
auf den durch die andere Diagonale 
getrennten Seitenpaaren durch den- 
selben Punkt dieser zweiten 
Diagonale. 



Figur 86. 




Frage 74. Welche Verallgemeinerung 
fflr das allgemeine Vieleck lässt Satz 28 
zu? 



Erkl« 205« In Figur 86 sind an zwei Fi- 
guren die nebenstehenden Untersuchungen ver- 
anschaulicht : Fiffur 86, I gibt ein einfaches 
Fünfeck, in welchem auch die Diagonalen mög- 
lichst einfache Lage erhalten, und sämtliche 
Teildreiecke in derselben (nämlich der positiven) 
Drehungsrichtung umlaufen werden. Figur 86, II 
dagegen zeigt die Oültigkeit des Satzes für 
ganz beliebige, sogar überschlagene Vielecke: 
Das Sechseck ÄBCDEF liefert die von A aus- 
gehenden Diagonalen zum Teil ganz ausserhalb 
der Figur selbst, und die Teil£reiecke werden 
in veiichiedener Drehungsrichtung umlaufen: 
ABC, ADE in positiver, ACD und ACF in 
negativer Richtung: aber die ^^it,&[i ABCDEFA 
bleiben in fortlaufender Richtung durchlaufen. 



Antwort. Wird ein beliebiges Viel- 
eck von einer Transversalen geschnitten^ 
.so kann man dasselbe durch Diagonalen 
von einem gemeinsamen Eckpunkte 
aus so in Teildreiecke zerlegen, dass 
bei Umlaufung dieser sämtlichen Teil- 
dreiecke in passend gewählter Um- 
drehungsrichtung jede der Diagonalen 
der Reihe nach in zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen und doch die 
Vielecksseiten sämtlich in fort- 
laufender Richtung durchlaufen 
werden. Setzt man also in jedem dieser 
Teildreiecke für die gegebene Trans- 
versale die Gleichung des Satzes von 
Menelaos in der zu wählenden Umlaufs- 
richtung an, so erscheinen, wie in Ant* 
wort der Frage 71, die auf den Dia- 
gonalen gelegenen Streckenabschnitte 
auf den entgegengesetzten Seiten der 
Gleichung, so dass dieselben sich bei 
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Multiplikation wegheben lassen. So 
entsteht ftr das Fünfeck ÄBCDE in 

Krkl. 206. Die Gleichungen für die Teil- FiP"" 3ö> I folgende Gruppe VOn Glei- 
dreiecke des Sechsecks ABC DEF in Fignr d6;il chungen : 

sind fast bnchstäblich dieselben, wie die neben- i7<,<«^ A ATtC A oilf • 

stehenden für das Fünfeck. Nur an die SteUe '^ ^^x>^^ gut. 
der letzten tritt ein Paar von Gleichungen. Man AQ-BR-CX =: Qß^RC^XA. 

hat n&mlich: Fflr C\ACDA gilt: 

Für t\ABCA gilt: AX-CSDY^XC^BD-YA, 

AQ^BR^CX^QB^RCXA, yg^ ^ADEA gilt: 
mr /S^CDA gilt: AY-DT^EU^ YD^TE^ÜA. 

AX'CS-DY= XC'SD-YA, *,_ j «u ibr u- i-i m- 

für AADEA gut: ^^»^ ^^'^^'^ Multiphkation : 

AY'DT'EZ= YDTE'ZA, AQ-BR-CS-DTEÜ 

für /\AEFA gut: = QB-RCSD-TE- ÜA. 

AZ-Eü^FV = ZE'üF'VA, Daher erhält man die Aussage: 

also durch Multiplikation und Wegfall aller Satz 29. Wird ein beliebiges 

Diagoüaistrecken^x, jrc, ^r, TA ^^, ^^: Vieleck Yon n Seiten durch eine 
AQ'BR'CS'DT'Eü'FV Transversale geschnitten, so sind die 

= QB'RC'SD'TE*UF'VA. Produkte von je n in gleicher Um- 
laufsrichtung nidit aneinanderstossen- 
den Seitenabschnitten einander gleich. 



8) Ueber die sog. „Aehnlichkeitsmethode" zur Auflösung 

geometrischer Konstruktionsaufgaben. 

Fra^e 75. Was versteht man unter 
der Aehnlichkeitsmethode zur Auf- . . _^ttx ai^i-i-i-x 
lösung geometrischer Aufgaben? .?*Y^^' Unter Aehnlichkeits- 

® methode versteht man diejenige Art 

Brkl. 207. Wenn eine der verlangten Figur von Auflösung einer geometrischen Auf- 

ähnliche zunJtehBt gesucht wird, so heisst ^ye, bei welcher nicht die in der Auf- 

dies, dass die StreckenirrOssen zunächst ^v'iuj. i^-x-c^- ^ vi-x 

ausser Betracht bleiben, und nur die Winkel- »^-be selbst verlangte Figur als nächstes 

grossen der vorläufigen Untersuchung bezw. Ziel gilt, sondern wobei man zuerst 

Festlegung unterliegen sollen. Mit Festlegung eine dieser verlangten Figur ähnliche 
der Winkelgrössen sind dann zwar nicht die pjg^r sucht, um dann erst durch ähn- 
Streckengrössen, wohl aber deren Ver- v v tt « j tt 1 1 • 

häitni SS e bestimmt, also kann man dann li^he Vergrösserung oder Verkleinerung 

ohne weitere Eücksicht auf die Winkelgrössen dieser ersten Figur die endgültige ZU 
nachträglich erst die verlangte Grösse der erhalten (vergleiche Erkl. 103). 
Strecken hersteUen. 

Frage 76. Wann kann man eine 
der verlangten Figur ähnliche Figur Antwort. Wenn alle zu einer 
erhalten? Aufgabe gehörigen Bestimmungsstücke 

gegeben sind, so ist die verlangte Figur 
u ^TT^^'rr^?^' Wie in Antwort der Frage 124 vollständig bestimmt; wird ein ein- 

(les III. Teiles ausgeführt wird, kann eine Auf- , ?^ -d 4.' 4.« 1 ^ 

gäbe über bestimmt sein (wenn nämlich z ein es der Besümmungsstücke weg- 
mehr Vorschriften gegeben sind, als die Anzahl gelassen und eine Figur gesucht, 
der willkürlichen Stücke der verlangten Figur welche den noch übrigen BestimmungS- 
ziütat), oder gerade bestimmt, oder un- gtiict^^ (juit Ausnahme des wegge- 
best im mt (wenn die Anzahl der willkürlichen i„„„^„^„n ^«^«^ «^ ,v+ ;i;^« Ur.i^^ ?.% 
Stücke der gesuchten Figur gleich oder grösser lassenen) genügt, SO ist dies keine voll- 
ist, als die der gegebenen). ständig bestimmte Aufgabe, sondern es 
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mnss vielerlei Figuren dieser Art geben, 

und dieselben unterscheiden sich von- 

Erkl. 209. Eine nnbeatimmte oder nur einander durch die verschiedene Grösse 

unvollständig bestimmte Aufgabe ist keineswegs des letzten Stückes, 
eine unmögliche Vielmehr hat eine solche ^enn nun diese vielen Figuren, 
stets vielerlei Lösungen; denn für die ^^i^i,^ j^« a„^«.«u« ,-« -.11«« 
nicht vorgeschriebeneGrösse irgend wel- welche der Aufgabe in allen 
eher Bestimmungsstttcke kann dann eine will- Stücken bis auf das eine genügen, 
kflrl ich gewählte Grösse derselben eintreten, alle einander und der gesuchten 
oder eine sicA bei beliebiger Konstruktion mit ähnlich sind, dann ist die Anwendung 
den übrigen Stücken «ufäflig ergebende Grösse. ^^^ Aehnlichkeitsmethode mögüch, weü 

durch Zeichnung einer einzigen dieser 
Figuren eine der verlangten Figur ähn- 
liche erhalten wird. 



Frage 77, Von welcher Art müssen 
daher die Aufgaben sein, auf welche 
die Aehnlichkeitsmethode angewandt 

werden kann? Antwort. 1) Damit eine Aufgabe 

mittels der Aehnlichkeitsmethede gelöst 

werden kann, muss dieselbe nach voriger 

« ^« »«^ T> , r, .« , , ,. Antwort so beschaffen sein, dass bei 

Aehnüchkeitsbedingungen allgemeiner Vielecke Weglasaung emes einzelnen der ge- 
festsetzt, hier wirklich in Geltung zu treten gebenen Bestimmuugsstflcke alle die 

hat, geht daraus hervor, dass jede Aufgabe Figuren, welche den Übrigen Be- 

aufge&sst werden kann als Aufsuchung irgend stimmungsstücken genügen, einander 

eines Vielecks besonderer Art, auch wenn nicht „^^ ^^x. -.^«„^^4.«^«u,.i:«i. «;«j 

gerade ein solches als eigentliches Ziel der und der gesuchten ähnlich smd. 

Au^be ausdrücklich genannt ist. Denn z. B. -Damit dies aber möglich wird, muss 

eine bestimmte Linie in ein Dreieck (oder ein nach Satz 16: 

Viereck) einzutragen, heisst mit anderen Worten „\ n^„ ^i«»^i«^ „«««v^«* «««- 

ein Viereck (6der ein Fünfeck) besonderer ^ *) das einzelne zunächst ausser 

Art herstellen, und ebenso in anderen Fällen. Betracht gelassene Bestimmungsstück 

nicht eine Winkelgi'össe, sondern eine 

«._,».. UT , V . « .r. Streckengrösse sein, und 

Erkl* 211. Nun können aber nach Satz 16 , v „ ,. » .i. v -. . 

sowohl, als nach Antwort der Frage 39 Viel- b) müssen die Sämtlichen Übrigen 

ecke nur ähnlich sein, wenn sie lauter ent- gegebenen Stücke nur aus Strecken- 
sprechend gleiche Winkel haben; folglich Verhältnissen und Winkelgrössen 

mn'JZnt'lt t" l'iw.n%r.?r^^^^^ «1^^ zusammeusetzeu und zwar beiderlei 

mungsstucke'' konstruieilien riguren unter ein- ^ „ , , . , , 

ander und der gesuchten nur dann ähnlich sein, WOSSen je in solcher Anzahl zusammen- 

wenn alle ihre entsprechenden Winkel unter gestellt, welche nach Satz 16 zur Aehn- 

einander und in der gesuchten Figur gleich üchkeit allgemeiner Vielecke erforder- 
sind. Demnach darf die Angabe einer Winkel- ij^u mnA 
grosse nicht als das vorerst weggelassene Be- s"*u. 

stimmungsstück gewählt werden, sondern diese 2) Die einzige Streckeuffrösse 
einzelne Grösse muss eme Streckengrösse ^^^ ^^^^^ entweder eine wirkliche 

• Strecke der verlangten Figur sein 

« i_, «^« ,, ,. . , ^ von irgend welcher Art (eine Seite, eine 

aucrdi;%zfgt%trÄ".\^urSi:S Transversale, ein Abschnitt us. w.) 

Bestimmungsstttcken sein, da sonst Wieder nach ^der auch irgend eine Verbindung 

Satz 16 keine Aehnlichkeit möglich wäre. Denn z\«ischen zwei oder mehr Strecken der 
"^'v^v^i^H^' von Streckenverhältnissen Figur selbst, z. B. eine Summe, Diffe- 

ermöghcht die Aehnlichkeit, Gleichheit von j,^^„ wohl anrh pin Produkt von Strprkpn 
Streckengrössen würde Kongruenz zur renz, woni aucn ein rroaUKl VOn ö^eCKCn 

Folge haben, also wieder die Willklirlichkeit der gesuchten Figur. Denn Sind a'6V •• • 

dieser vorläufigen Konstruktion aufheben. Stücke der vorläufig konstruierten 
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Figor und a&c die entsprechenden der 
endgültig verlangten, sonrnss ja: 



a h c __ 



Erkl.213. Der Betriff „Streckengrdsse« 
ist im vorliegenden Falle etwas Terallgemeinert 
anfgefaast, da nicht nur eine Strecke selbst, son- 
dern auch Verbindungen solcher Strecken 
von höherer als erster Dimension auftreten 
können. Allerdings beschränkt sich die Möglich- 
keit, die VerhältnisgrOsse x geometrisch sn 
finden, aaf die erste und zweite Dimension. 
Aber mittels algebraischer Geometrie konnte 
man anch den Fall zur LOsnng führen, dass 
etwa gegeben wäre ein Produkt a'h'C = K 
(d. h. gleich einer gegebenen körperlichen 
GrOsseX wie es etwa bei Anwendung der Sätie 
von Menelaos und Ceva eintreten konnte. Dann 
wäre eben xu setsen: 



also: 



a^h'C = X'a*-X'h*-X'C* = k^-a*b'c*, 



"" V a'b'c'' 



a' h' ~ c' 

sein, oder: 

a =z M*a% h =z x»h\ c = *•<?'••• 

Ist also vorgeschrieben etwa: 

nämlich eine beliebig gegebene Länge /, 
so bildet man an der vorläufigen Figar: 

Da dann: 

+ 6 — e = xa* -\-xb* — x-c', 

so ist auch: 

Wäre etwa gegeben a*b = F, näm- 
lich gleich einer gegebenen Fläche F, 
so würde wieder: 

Bildet man also an der vorläufigen 
Figur die Grösse a'6', so wird: 

F 



X2=: 



4Kt » 



a'b 



Eritl. 214. Die Grosse x wäre dann in 
allen diesen Fällen die Verhältnissahl zwischen 
irgend einer Strecke der gesuchten und der 
vorläufigen Figur, also nach ErkL 103 der 
Massstab der Verjtingung becw. der Ver- 
grOsserung, nach welchem aus der vor- 
läufigen Figur die gesuchte hervorgeht 



Erkl« 215« Setzt man 2n ~ 3 = m, so wird: 

also: 
«-l=y(m + l), n-2 = i-(m^l), 

n-.3 = -l-(m-3). 

Dabei entstehen ganze Zahlen, wenn m un- 
gerad; im andern Falle hat man die nächst 
niedere ganze Zahl zu setzen. 



also X die Quadratwurzel dieses Aus- 
druckes. 

3) Unter den übrigen Bestimmungs- 
stäcken (ausser dieser Streckengrösse) 
dürfen nach obigem Seitenverhältnisse 
und Winkelgrössen auch nicht in ganz 
beliebiger Anzahl auftreten, sondern nur 
so, dass die Bedingungen der Aehnlich- 
keit nach Satz 16 erfüllt bleiben. Wenn 
es nämlich im ganzen 2n — 3 willkür- 
liche Stücke sind, so müssen davon 
n — 2 bis n Seitenverhältnisse und dazu 
n — 1 bis n— 3 Winkelgrössen sein, 
bezw. von im ganzen m willkürlichen 
Stücken müssen: 

Seitenverhältnisse und dazu: 

y^t + ybis-m-l- 

Winkelgrössen sein, jedesmal in be- 
stimmter Beziehung der gegenseitigen 
Anordunng zwischen den Seiten und 
deren eingeschlossenen Winkeln. Dazu 
kommt dann als letzte die einzige 
Streckengrösse selbst. 
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Frage 78. Welche besondere Art 
von Aufgaben ist ebenfalls zur An- 
wendung der Aehnlichkeitsmethode ge- 
eignet? 

Erkl. 216. Soll z. B. in oder um ein ge- 
gebenes n-Eck ein m-Eck beschrieben werden, 
so kann man dies im ganzen so ansehen, als 
sei ein (m-l-n)-Eck verlangt, wovon n Seiten 
nach der Lage und Grösse der Winkel gegeben 
sind, nnd die Lage der noch übrigen m Seiten 
zu snchen sei. Verändert man dann das ge- 
gebene n-Eck sich selbst ähnlich so, dass ein 
vorläufig gewähltes m-Eck in verlangter Be- 
ziehung möglich wird, so hat man eine der ge- 
suchten Fignr ähnliche gefanden. 



Antwort. Es ist eine besondere 
Art der im vorigen beschriebenen Gat- 
tung von Aufgaben, dass für eine ver- 
langte Figur bestimmt wird, dass ge- 
wisse Punkte derselben auf ge- 
gebenen geraden Linien liegen 
sollen. Denn die gegebene Lage dieser 
letzteren Linien zu einander bildet nur 
eine etwas andere Form der Bestimmung 
von Winkelgrössen oder Seitenverhält- 
nissen, und dadurch ordnet sich diese 
Art Aufgaben als besonderer Fall unter 
den vorigen allgemeinen ein. 



Frage 79. Wie verfllhrt man, um 
aus der vorläufig gefundenen Mgur, 
welche der verlangten ähnlich ist, die 
endgültige Figur zu finden? 



Erkl. 217* Die erste Methode nebenstehen- 
der Antwort wird die bequemste, wenn das 
Zahlenverhältnis zwischen der zufällig gefun- 
denen vorläufigen Figur und der endgültigen 
ein besonders einfaches wird, z. B. wie 1 : 2 oder 
2:1; 3:1 oder 1:3 u. s. w. Auch wird diese 
Methode notwendig dann anzuwenden sein, wenn 
die gegebene Streckengrösse von mehr als zwei- 
ter Dimension ist, wo die geometrische Kon- 
struktion unmöglich würde (si^e Erkl. 213). 

Erkl. 218. Die zweite Methode neben- 
stehender Antwort findet Anwendung, wenn die 
gegebene Streckengrösse von erster oder zweiter 
Dimension ist. Denn man kann stets zwei 
solche Strecken konstruieren, die sich verhalten 
wie zwei gegebene Flächen. Dann gestaltet 
sich die Konstruktion am einfachsten, indem 
man aus jenen beiden ersten Strecken (den 
Vordergliedem der Proportion) mit beliebigem 
eingeschlossenem Winkel ein Dreieck hersteUt, 
und auf dem ersten Schenkel desselben die 
Strecken der vorläufigen Figur anträgt. Zieht 
man dann Parallelen zu der dritten Seite dieses 
Dreiecks, so entstehen auf dem andern Schenkel 
die entsprechenden Strecken für die endgültige 
Figur. 

Erkl. 219« Die dritte Methode nebenstehen- 
der Antwort findet besonders Anwendung bei 
der in voriger Antwort 78 und Erkl. 216 er- 
wähnten Art von Aufgaben. Dabei muss aller- 
dings die gegebene Streckengrösse eine wirkliche 
Längengrösse sein. Ist dann diese mit 
ihrer entsprechenden in parallele Lage gebracht, 
so befinden sich die vorläufige und die end- 
gültige Figur in der in Antwort der Frage 41 



Antwort. Um aus der vorläufig 
gefundenen Figur die ihr ähnliche end- 
gültige Figur herzustellen, kann man 
auf verschiedene Weise verfahren. In 
jedem Falle fasst man zunächst diejenige 
Grösse ins Auge, welche an der vor- 
läufigen Figur der vorbezeichneten ein- 
zelnen Streckengrösse zukommt. 

1) Dann kann man durch Messung 
und Eechnung die Yerhältniszahl % be- 
stimmen, welche den Massstab der Ver- 
kleinerung oder Vergrösserung zwischen 
beiden Kguren angibt, und zeichnet 
dann die Figur von neuem, nachdem 
man jede Strecke derselben mit x multi- 
pliziert hat. 

2) Oder man konstruiert zu jeder 
Strecke der vorläufigen Figur die ent- 
sprechende der endgültigen Figur als 
vierte Proportionale in einer Proportion, 
in welcher die beiden Vorderglieder ge- 
bildet sind durch die an der vorläufigen 
Figur auftretende Grösse der gegebenen 
Streckengrösse und die letztere selbst, 
und konstruiert dann mit den so er- 
haltenen Strecken und den bereits vor- 
handenen Winkeln die endgültige Figur. 

3) Oder man bringt die gegebene 
Streckengrösse in parallele Lage zu 
ihrer entsprechenden an der vorläufigen 
Figur auftretenden Grösse, sucht den 
Aelmlichkeitspunkt dieser beidenStrecken 
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Der ansf&hrllehe Prospekt und das ausführliche Inhalts- 
yerzelchnls der ^yToUstandig gelösten Anfgabensamnünng Ton 
Dr. Ad. Eleyer^^ kann Ton jeder Bnckhandlang, sowie von der 
Verlagshandlnng gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, um den sofortigen und dftaern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aas dem Prospekt ersichtlich, ohne jede 3edeatung 
für die Interessenten. 

6j. Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schaler aller Schalen, das 
beste Handbach für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
sam Selbststudiam» das vortrefflichste Nachschlagebach für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen eiitgegen. 



Das vollständige 

Inhalt 8 Ter zeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

k.inn durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druek von Carl Uammur in Stuttgart. 
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Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch iede Buchhandhinq bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Wei^, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint mooatlich in 3—4 
Heften zu dem billtgren Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtiL^- 
sten und praktischsten Anf^aben aus dem GeHamtgebiete der Mathematik, Phjsik, 
Mechanik^ Diath. Geographie^ Astronomie^ des Maschinen- y Strassen-, Elsenbahn, 
Brttcken- und Hochbaues, des konstrnktiyen Zeichnelis etc. etc. und zwar in Tollständig 
gelöster Form^ mit Tielen Figrur^Dy Erklärungen nebst Angabe und Eotwickelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine i^rSssere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann aach alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben)' des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benatzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsrerzeleh- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betrelfende Kittel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I« und II* Ord., gleich- 
berechtigten höheren BOrgerschulen, Priyatschnlen , Gymnasien,. Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn, Yorbereitungssehulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwlssensckaftsschulen, 
Militärschulen, Torbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B Ar das Ei^Jftlirig-Fre]- 
willige- und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schaler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die Überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben ira lösen, die ge- 
habten Begelu, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu yerwerten* Lust, Liebe 
und Terständnis für den bchul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bernfs- 
zweigen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschungen geben. 
Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Kamen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreifen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandlun^. 
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besprochenen perspektivischen Lage, und auf nnd vervollständigt darnach die 

Tli-?^*S nach eben jener Antwort leicht endgültiffe Figur durch Ausziehen von 
sfimthche Pnnkte der gesuchten Fignr. ^wg-xuig^ **6t" ^^ «» ^^" »v« 

* * Parallelen zu den Strecken der vor- 

läufigen Figur, je bis zum Schnitt 
mit dem Aehnlichkeitsstrahl zweier ent- 
sprechenden Punkte. 




Frage 80. Wie konstruiert man 
mittels der Aehnlichkeitsmethode ein 
Rhombus mit vorgeschriebenem Winkel 
von 60^, bei welchem die Differenz 
aus Diagonalensumme und Seiten- 
summe gleich einer bestimmten Länge 
/ist? 



also: 



ErkL 220. In Fignr 37 ist: 
D' E' =z e' -f- f\ 



Femer ist: 



also: 



E'Vzzzi'a' = u% 



«' — («' + n = E'V-^E'D' = D'U* = l\ 



ErU. 221. Die Verhältniszahl x ist in 

Fjgnr 87 fast genau 1 -^ geworden, man kann 

also das Rhombns ÄBCD konstruieren, wenn 
man als Seite die nm ihre Hälfte vermehrte 
Seite AR nimmt 

Die zweite Methode ist durch die kleine 
Nebenfigur bei Figur 37 angedeutet. 

Sachs, Ebene Elementar-Geometrie. Yll. 



Antwort. Man konstruiere ein be- 
liebiges Rhombus mit einem Winkel von 
60^, trage die eine Diagonale als Ver- 
längerung der andern an, ziehe die 
Summe vom Umfang ab und vergleiche 
diese Strecke V mit L Nun kann man 
nach obigen drei Methoden verfahren: 

1) Ist Y = ^^ so muss auch -^ = ^ 

sein oder az=yi.a\ und damit ist die 
Seite a des zu zeichnenden Rhombus 
gefunden. Denn wegen der Aehnlich- 
keit muss: 

aia* = u\u* = eie' = f\f 

Ist also / = x«/', so ist auch: 

u = «•«', ö = X'tf', f =z X'f und a = x«a'. 

2) Nach der zweiten Methode bilde 
man ein Dreieck mit beliebigem Winkel, 
eingeschlossen von den Seiten P und /, 
trage auf dem Schenkel P die willkär- 

6 
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Erkl. 222. Die dritte Methode ist die in 
Figur 87 ansfOhrlich dargestellte: Dü\\D'ü* 
liefert den Aehnlichkeitspnnkt S als Schnittpunkt 
der Geraden DD' und UU', Zieht man dann 
noch Sä\ SB\ SC\ so liegen auf diesen 
Strahlen die Punkte ABCy und zwar werden 
dieselben ausgeschnitten durch die Parallelen: 

DÄ\\D'A'\ DC\\DC'', AB\\A*B'^\DC, 

CBi\C'B'\\DA. 



lieh gewählte Strecke a' ab und ziehe 
durch den Endpunkt die Parallele zur 
dritten Seite. Der auf dieser entstehende 
Abschnitt ist die gesuchte Seite a des 
verlangten Rhombus. 

3) Nach der dritten Methode legt 
man irgendwo l\\l* an, verbindet £e 
Endpunkte und zieht durch deren 
Schnittpunkt S die Aehnlichkeitsstrahlen 
nach den Punkten der vorläufigen Figur. 
Dann entsteht die endgültige Figur 
durch die Parallelen zu den Seiten o'. 



Figur 38. 




Frage 81. Wie konstruiert man 
mittels der Aehnlichkeitsmethode ein 
Dreieck von gegebenen Winkeln, dessen 
Ecken in bestimmter Folge auf den 
gegebenen Parallelen liegen müssen? 



Erkl. 828« Dass die £cken in bestimmter 
Folge auf den Parallelen liegen müssen, bildet 
eine Einschränkung der Aufgabe, welche sonst 
viel allgemeiner bliebe. Denn man könnte fttr 
j-eden der drei Eckpunkte (und diese sind 
durch den zugehörigen Winkel bestimmt) jede 
der drei Parallelen als Träger bestimmen, also 
im ganzen sechs verschiedene Lagen des Drei- 
ecks ABC auf den drei Parallelen. 



Antwort. Um die in nebenstehen- 
der Frage enthaltene Aufgabe zu lösen, 
kann man folgendermassen verfahren: 

Analysis. Denkt man sich die Auf- 
gabe gelöst und nimmt an, ein beliebiges 
Dreieck A**B**C'\ dessen Ecken in der 
verlangten Folge auf den drei Parallelen 
liegen, sei das verlangte, so erkennt 
man durch Zeichnung einer Senkrechten 
durch die Parallelen , dass jede Seite 
des Dreiecks durch die Parallelen eben- 
so geteilt wird, wie diese Senkrechte, 
und zwar dass insbesondere diejenige 
Seite innen geteilt wird, welche gegen- 
überliegt dem Eckpunkt auf der mittleren 
Parallelen. Dadurch erhält man für ein 
dem verlangten ähnliches Dreieck die 
Bichtung, in welcher die drei Parallelen 
zum Dreieck liegen mässen. 

Ausführung. Man zeichnet ein be- 
liebiges Dreieck A'B'C* mit den ver- 
langten Winkelgrössen, teilt die Gegen- 
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Seite von A innen im Verhältnis der 
Breiten der beiderseitigen Parallel- 

Erkl. 224. Die Seite JBC in Figur 88 ist 8*^®^^®^» »Iso: 
innen geteilt im Verhältnis : B' i>' : 2>' C = (?" F" : F*' C*\ 

BDiDC =^ OF: FC, zieht durch den entstehenden Teilpunkt 

Verlängert man ÄC cum Schnitt mit der D* die Verbindungslinie A'D' und fällt 
untern ParaUelen, so erhält man einen Schnitt- darauf die Senkrechte B'I?. Nun muss: 
pnnkt K, für welchen: a:a' = BE: B' E' = ,, 

oder: »r . »r^ ^ « ^ SO dass wieder zu finden a = %'(rj oder 

TT . v ;.!^ .^' . . «als vierte Proportionale zu B*B, af, 

^^"lit^^ t^T,^ ?tS^^ ^^i ^d Mei^ach hat man c zu kon- 

Portionen: struieren und die Schnittpunkte A und 

BA:AH=i OFiFc, C einzutragen und zu verbinden. 

HA:HB=CF:CG. Bewels. Dass die drei Eckpunkte, 

Man kann daher die Konstmktion der Par- ^e verlangt, auf den Parallelen liegen, 

allelen zum vorläufigen Dreieck A*B*C* dadurch ^,.k* Ai^ ^L^^¥^..\r^\^^ t\^^^^^\. u\L\vl 
finden, dass man entweder, wie nehenstehend, ^^glbt die Konstruktion. Demnach bleibt 

B'C* innen teilt, wie: nachzuweisen, dass das Dreieck ABC 

B'D'.D'C = GF\FC, die Winkel mit A'B'C* gemein hat 

oder ui'^ aussen teilt, wie: Zu diesem Behufe zieht man noch in 

H'A'iH'B' = CFiCG, beiden Figuren die Senkrechte CFG 

oder endlieh, dass man A'C aussen teilt, bezw. CFG'. Dann weiss man, daSS 

^ j^ • K'A':K*C' = GFiGC. nach Konstruktion : 

B'D':D*C =^ G" F" : F" C", 

und dass: 

BC\B*C* = BEiB'E* =z BA.B'A' = x. 

ErkL 226, Wtirde man B'C* im entgegen- Nun folgt aus letzterem, dSÄS: 
gesetsten Verhältnis teilen, nämhch wie: ^r, o a thj^s d' a^ 

B'D'- D'C = CF'FG JfO:HA=z js o :lfA. 

so würde auch der Winkel von C und B ver- , .^an braucht also für die AehnUch- 
tauscht und Punkt B käme auf die obere, C keit der Dreiecke ABC und A'&C 
auf die untere Parallele. Denselben Erfolg nur noch die Gleichheit der einge* 
liefert Teüung von & wie: schlossenen Winkel ABC und A'B'C* 

H'AfiH'B* =z GF'.G c, nachzuweisen. Diese Winkel aber setzen 

oder Ton 5' wie: sich zusammen aus den beiden Teilen 

K'A''.K'C'=zCF',CG. ABE und DBE. In den Dreiecken 

ABB ist nun wieder: 

AB'.BEz=A*B*'.B*E* 

«rkl. 22«. Die Determination der ™^ J^ «^^ ""^^^^ Winkel, also ist: 
nebenstehenden Aufgabe wäre folgende: Jede ^-..j /\ABEss9A*B*E' 

Lage des gefundenen Dreiecks ABC kann auch <^ABE = A'B*E\ 

Ze'^dLrdStror^'Ä&kÄ , F^. Dreieck BEB sodann ist nach 

den ParaUelen sich verändert. Aber die Um- «^r ^ ^g^^ ' 

laufsrichtung des Dreiecks wird dadurch die BDiBC ^ GFiGC^ 

umgekehrte: vorher ^ÄC positiv, nachher ^BC und nach Voraussetzung auch: 

negativ. Rechnet man vorstehende Unterschei- „, ^, ^^^^ ^^^ ^^ 

düng als Äweieriei Lösung, dagegen aUe gleich- «ig^. ii ^ '^ ^ _ ö/* :(^o, 

wendig kongruenten (durch Parallelverschie- ßj) . ßQ -_ ßij)* . ßtQ* 

bung entstehenden) als einzige, so gilt dasselbe , ^ i. tt x n i. * 

für jeden der sechs Fälle von verschiedener "^^ mVQh Umstellung auch: 
Anordnung der Eckpunkte auf den drei Par- BD: B^D* z:z BCiB'C^ = x\ 

Lösungen hat. Und alle zwölf Lösungen sind Wmkel und die Proportion : ^ 

stets ausführbar. BE\B*E* = BDiB'D*. 
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Daher ist anch: 
and 

Folglich ist auch: 

^ÄBE+DBE=iÄBC 

= ^A'B'E'-^-D'&E' =r A'B*C, 

also: 

Demnach hat ABC die vorgeschrie- 
benen Winkel des Dreiecks A*B'0^ und 
seine Eckpunkte liegen auf den Par- 
allelen. 



Frage 82. Wie wird in ein be- 
liebiges Dreieck ein gleichseitiges 
Dreieck eingeschrieben, dessen 
Ecken auf den Seiten des ersten 
liegen, und dessen Seitenrichtungen 
gegeben sind? 

Fignr 89. 




£rkl« 227. Vorstehende Anfgabe ist ins- 
besondere vorbildlich für alle solche Anfjg^aben, 
welche die Zeichnung einer Figur in (oder nm) 
eine gegebene Figur verlangen, während die 
umgekehrte Zeichnung einer Figur von der Art 
der gegebenen um (oder in) eine Figur von 
der Art der verlangten leichter wäre. In allen 
diesen Fällen fährt man erst die umgekehrte 
Zeichnung einer Figur aus, und sucht dazu 
rückwärts die ähnliche (vergl. z. B. auch die 
Zeichnung eines Kreisvierecks in einem 
gegebenen Kreis im nächsten Teile dieses 
Lehrbuches). 

Erkl. 228. Die Zeichnung eines gleich- 
seitigen Dreiecks D* E* F* durch die Ecken ABC 
geschieht sehr einfach dadurch, dass man durch 
jede Ecke eine Parallele zu der vorgegebenen 
Richtung der Seite zieht. Wäre etwa D* E* 
als einzige Richtung gegeben, so würde man 



Antwort. Man zeichne zuerst durch 
die Ecken ABC des gegebenen be- 
liebigen Dreiecks ein gleichseitiges Drei- 
eck lyE'F^ parallel den gegebenen 
Seitenrichtungen und sodann durch die 
Ecken dieses gleichseitigen Dreiecks 
wieder ein Dreieck A'B'C mit parallelen 
Seiten zu denen des ursprünglich ge- 
gebenen Dreiecks ABC. Dann bUden 
diese beiden Hilfsdreiecke- ^'^C mit 
lyE'F* von selbst eine „vorläufige** 
Figur, zu der man noch die ähnliche 
DEFin'a Innere von ABC einzuzeichnen 
hat. Man erhält den Aehnlichkeits- 
punkt S durch Verbindung der Ecken 
AA', BB*, CC und die Eckpunkte ABC 
durch die Verbindungslinien SI^j SE'j 
SF. 

Der Beweis, dass DE = EF=FD 
ist, wäre folgendermassen zu führen: 

Zuerst ist nach Antwort der Frage 22 
das Vorhandensein des Aehnlichkeits- 
punktes S nachzuweisen. 

Wegen der Parallelen AB\\A*B ist 
nun: 

SA : SA* = SF : SF' = SB : SB*. 

Wegen der ParaUelen BC \\ B'C* ist 
dann: 

SB : SB* = SD : SD* = SC : SC. 

Wegen der Parallelen CA || CA' ist 
endlich: 

SC: SC = SE:SE* z= SA: SA*. 
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über Linie D* E' ii^^endwo ein beliebiges gleich- 
seitiges Dreieck zeichnen und zn dessen Seiten 
die Parallelen durch A und B. 

Erkl. 829. Es ist nicht unbedingt erforder- 
lieh, dass die Ecken des Dreiecks DJEF alle 
im I nn e rn der Seitenstrecken von ABC liegen, 
sondern die Ecken des Dreiecks DSF können 
auch einzeln, oder zu zweien, oder zu dreien 
auf den Verlftngerun^en der Dreiecksseiten 
ABC liefen. . Dann hegen dementsprechend 
auch die Ecken von ABC nicht auf den Seiten 
jyE'F* selbst, sondern auf deren Verlänge- 
rungen, und man zieht das Dreieck D*E*F* 
so, dass nicht dessen Seiten, sondern nur deren 
Verlängerungen durch die Ecken ABC 
gehen. So gibt es im ganzen sechserlei 
gleichseitige Dreiecke mit ^teichbleibender Seiten- 
richtung, wovon je drei die gleiche und drei 
die umgekehrte Umlaufsrichtung haben, wie das 
ursprüngliche Dreieck ABC 



Also: 
SD : SD* = SE : SE* = SF : SF\ 

and deswegen: 

DE\\E*U, EF\\E'F\ FD\\F*D^, 

sowie: 

DE\D'E* z=i SEiSE* z=zEF\E'F* 
=: SFiSF' = FD\F'D\ 

Hieraos folgt wieder: 

DEi EF:FD=i D'E* : E' F* : F'D*. 

Nun ist aber: 

D'E* =. E'F' ^ F*D% 

also auch: 

DE= EF = FD, 



Frage 83. Wie findet man ein 
Viereck von vorgeschriebener 
Gestalt, dessen Inhalt gleich einem 
gegebenen Quadrate wird? 




ErkL 280. Dass alle Vierecke ähnlich sind, 
welche <^BAD und Diagonale AC gemeinsam 
haben, und für welche die Seiten CB und CD 
▼on Punkten der Diagonale AC parallel C'B' 
und CD' gezogen wird, geht hervor aus 
Satz 16, 1) oder 2); denn als korrespondierende 
Winkel sind ^B=z^B\ ^D = <^Z>' und 
als Winkel mit parallelen Schenkeln -«^ C = <^ C. 
Femer verhält sich wegen der Parallelen: 

AB: AB* = BC'.B'C = ACiAC 

= CD'.C'D' = AD:AD'. 



Antwort. Ist AB'C*iy das ge- 
gebene Viereck, dessen Gestalt das ge- 
suchte haben soll, so mass: 

ABCD9^AB*C'D^ 

werden; man kann also ABCDj wie 
alle ähnlichen Vierecke, aas ÄB'C'U 
dadurch entstehen lassen, dass man 
etwa von beliebigen anderen Punkten 
der Diagonalen AC Parallelen zu den 
Seiten B*C* und C'iy nach AB' und 
Aiy hin zieht Um die Fläche des gege- 
benen Vierecks AB*C'iy als Rechteck 
darzustellen, zieht man zmAO die Mittel- 
parallelen der beiden Teildreiecke AGB 
und AC'Dy sowie die Senkrechten in 
A und C\ Dann ist das Rechteck 
^i^(?Ä== Viereck AB'C'iy. Ver- 
wandelt man endlich Rechteck EFOH 
in ein Quadrat, so ist: 

EFQH = W^, 
also: 

AB'C'D' = EK*. 

Nun soll aber: 

ABCD — JizzgK 

Man sucht daher die Grösse x nach 
Antwort der Frage 77 aus der Gleichung : 



oder: 
also: 



jc«. EK^ = ^«, 
*>EK=zg, 



EK' 
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Man hat also von allen derartigen Vierecken 
dasjenige anszusachen, dessen Fläche gleich 
dem Quadrat über der gegebenen Strecke g ist: 

J = ^. 

Erkl. 281. Der Inhalt des Vierecks Ä'B'Ciy 
ist die Summe der Dreiecksinhalte: 

AC'B*-\-AC'D\ 

Nun ist z. B. AC'D' gleich dem Produkt 
aus AC mit der halben Höhe von D* auf AC\ 
Wenn aber GH die Seiten AD' und CD* 
halbiert, so wird auch diese Höhe von D' 
auf A'C durch OH halbiert, also ^AC'D' 
gleich Rechteck AC'GH. Ebenso ^AC'B' 
= AC*Eh\ also AB' CD' = EFGH. 

ErkL 282. Die Verwandlung des Rechtecks 
EFGH in ein Quadrat geschieht in Figur 40 
nach Satz 12 a des V. Teiles (bezw. Satz l in 
ErkL 172 des VI. Teiles): Auf Seite EF wird 
Seite EH = EL aufgetragen, über EF ein 
Halbkreis errichtet und in L die Senkrechte LK. 

Dann ist EK* = EF-EL = EFEH gleich 

Rechteck EFGH. 

Erkl. 288. Die Proportion: 

EK.g^ ACiAC 

wird ausgeführt wie in Fi^r 88, indem man 
auf den Schenkeln eines oeliebigen Winkels 
einerseits EK und g anträgt, andrerseits AC 
und durch den Endpunkt von g die Parallele 
zieht zur Verbindungslinie der Endpunkte von 
EK und AC. 



Und dann ist: 

ABiAB* =:AC:AC =z.''Z=x = g:EK. 

Man findet also ^C als vierte Pro- 
portionale der drei Grössen EKj g^ AC 
aus der Proportion: 

EK:gz:zACiACz=, l:x. 

Dadurch ist Punkt G gefunden und 
somit auch das Viereck ABCD. 

Der Beweis, dass: 

ABCD=^ i—g^ 

ist die Wiederholung der vorigen Ueber- 
legungen in umgekehrter Folge. Nach 
Satz 17 verhält sich: 

ABCD:AB'CD'=:JB*:A1P = ÄC*:ÄcK 

Nun ist konstruiert: 



ÄC: ÄC = g:EK und AB' CD' = eS\ 

also : 

AC^ : AC^ = gi : AB'CD', 
folglich : 

ABCDiAB'CD' =:g*:AB'CD\ 

oder: 

ABCD = g9. 



Frage 84. Wie findet man ein 
Dreieck, bei welchem das durch eine 
gegebene Gerade nach dem Satz 

j nr 1 vi?^T>jixo8 , Antwort. Ist das Produkt nach 

des Menelaos geheferte Produkt 3 ^mal ^^^ g^^^ ^^^ j^^^^^^^^ ^^ ^ gegebene 

so gross ist als bei einem gegebenen Dreieck Ä'B'C* gleich: 

A'F'-B'D'-CE' ^ F'B'D'C'E'A' 



ähnlichen Dreieck? 

Figur 41. 




und soll 3-g-mal so gross werden bei 

einem mit A^TVC ähnlichen Dreieck 
ABCy so muss: 

AF=:x'A'F', BDz=zx'B'D', CE=:X'CE* 

werden, also: 

AF'BD' CE = ifi'A'F'- B'D\CE'. 

Nun soll: 

AF'BD'CE^ ^^'A'F''B'D'*CE' 

werden, also: 



«8 = 8 



und 



8 



-V'i=H-i- 
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ErU. 284. Besteht rwischen «wei ähnlichen Folglich muss jeder Abschnitt des 
Figuren die Beziehung, daas die Strecket Dreiecks ABC, also auch jede Seite 
der einen »mal so gross (oder so klein) sind, « ' «^ 

als die der andern, so sind die Produkte zweier desselben 1 -0- mal 80 groSS gemacht 
Strecken der einen Figur x^mal so gross (oder ^. 

so klein), als die entsprechenden der andern >- werden , als die entsprechenden Stflcke 

und hieiiu gehört die Fläche der Figuren. Da- des Dreiecks A'B'C 
gegen sind die Produkte dreier Strecken der d^ ^^^ ^^^ ^^ gerade DEF bei- 

emen Figur x^mal so gross, als die entsprechen- v«i. :a i.'i.xj* 

den der andern (und hfezu würden Körperinhalte behalten werden muss, geschieht die 

gehören), die Produkte von vier Strecken der Vergrösserung des Dreiecks A*B*C* in 
einen Figur x*mal so gross, als die der an- der Weise, dass etwa AB als Rich- 

dem n. s. w. Man braucht also anir Auffindung ^^^g ^^r Gnmdseite beibehalten wird, 

von X im zweiten Falle das Ausziehen der ,? v-j «xi t\ i_x 

Quadratwnreel, im dritten der Kubikwurzel, mddass man beiderseits des Punktes 
dann der vierten u. s. w. F die Abschnitte F'A* und F*B* je um 

ihre Hälfte verlängert und durch die ent- 
stehenden Endpunkte A und B Par- 

Erkl. 285. Punkt F wird (äusserer) Aehn- »Helen zieht ZU A'C* und A'B*. Dann 

lickeitspunkt der Dreiecke ABC und A'B'C* ist das neue Dreieck ABC wegen glei- 

nach Art der Figur 14 und Antwort 8) der eher Winkel ähnlich A*B*C\ also: 
Frage 42. Daher wttrde die Verbindungsgerade ah- ä'h* ^- nr. n^r' -^ r i - r* j' — fi-Q 
CC durch F Wndurchgehen, — Der Aehnllch- ^^-^ ^ "L ,^ 7]. — «J-^. 

keitspunkt muss auf der Geraden DEFWtg^xk, ebenso nach Konstruktion: 
damit diese Gerade (als sich selbstentsprechende) AF\Ä*F = BF: B'F =: S:^, 

fflLT beide Dreiecke dieselbe bleibt. , -r» ^n 1 ^u ' 

wegen der Parallelen auch: 

BD\B*D* = BFiB'F^ 3:2 = *, 

also * 

Erkl. 2S6« Man beachte wohl, dass die BDz=. »B'D* 

vorliegende Aehnlichkeitsmethode nicht a y, . «'-d i> 

zum erstenmal auftritt, sondern dass Anfftnge ^^^ eoenso: ^ ^ ^ 

derselben bereits vorliegen in den Auflösungen AE — xA'E , 

der Aufgaben 97 und 149 u, if. des vorigen also auch durch Subtraktion: 
VI. Teiles und auch schon in Erkl. 62 dieses nn ^ nn nn ^ ^ii*n* ^n^n' 

Teiles* Auch dort wird eine der gesuchten .«7". »7 ? _ '^is 

Figrnr proportional erst hergestellt und dann ~ *(B'C — B' D') _ x«Z> C 

die verlangte aufgesucht. Nur erstreckt sich und ebenso: 
die Proportionalität dort bloss auf einzelne CE = X'C'E* 

Strecken oder deren Abschnitte, nicht auf 1*1,^ 
die Seiten einer ganzen Figur. Daher ist auch «»^^0, Wie verlangt : 
nur das Wort Proportionalität zur Anwendung AF-BD'CE = x-A'F'xB'iy-x-C'E' 
gebracht, und noch nicht deren Erweiterung =z jfi-A* F*'B*D''C*E', 

zum Begriffe der Aehnlichkeit ganzer ^q^Jd- 

Figuren. Der Gedankengang aber ist in ' /q\9 07 a 

beiden Fällen derselbe; nämlich erst Her- :,^ = /^l^j^:=::3A. 

Stellung einer den gegebenen Be- \^/ ^ ^ 

dingungen entsprechenden Figur 
in beliebigem Massstabe, und dann 
Uebertragung derselben roittelspro- 
portionaler Veränderung aller Längen- 
grOssen zu den Dimensionen der ver- 
langten Figur. 



->-^^Ä^--»^ ;- 
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Aufgaben-Sammlung. 



1) Aufgaben über die Aehnlichkeit der Dreiecke oder 

beliebiger Figuren im allgemeinen. 

(Zu Abschnitt 1.) 

a) Gelöste Aufgaben. 

Anfipkbe 1. Man soll ans dem täglichen 
Leben FäUe von ähnlichen Figuren Anflö«nng. FäUe von Ähnüchen Figuren 
nennen. img ^qjj^ täglichen Leben wären folgende: 

«U.M ao*9 w ^ xr^ i.vi^«« ^•«^- t>:ij^- Ein Gemälde und eine Nachbildung 

ErU« 287. Eme Nachbüdung emes Bildes ^^«^^ii,^« .i„ g*;«i» r»k/.4^a.»«..i.i*^ « « « 

heisat dann richtig oder genau, wenn eben die f®»^ ^"^ als Stich, Photographie u. 8. w. 

Aehnlichkeit eine vollsttodige ist In dieser ^^ beliebiger Verkleinerung oder Vergrösae- 

Beziehung hat schon das unbestimmte Geftlhl rnng. 

ein Bewusstsein räumlicher Uebereinstimmung: Gleiche Buchstaben des Alpha2>e(8 

und Aul^abe der geometrischen Wissenschaft oder Ziffern in verschiedenen Druckschriften 

ist es, solche halb unbewusste Anschauungsbe- derselben Schriftgattung, 
griffe nach ihrem eigentlichen Wesen festen- Manche grossen und kldneo Buchstaben 

steUen, aufisulösen und klarzulegen. ^^ gleichen Alphabets, z. B. o, 0; s, S; 

Erkl. 888. Dieselbe Schriftgattung v» ^} w, W; x, X; z, Z. 
kann in kleinerer und grosserer Buchstabengrösse Ein^ Landkarte, Stadtplan u. s.w. 
angewendet werden (s. B. die drei SchriftgrOssen, und die dadurch dargestellte Gegend, Stadt 
mit welcher die Fragen, die Aufgaben und die u. s. w. 

Erklärungen dieses Buches gedrudct sind). Und Die Kreuzungen zweier Strassen unter 
solche sind einander ähnlich, indem nur die gleichem Winkel: sowohl wenn beide 

Schriftgattu^eu, mit welchen das Wort „Auf- wenn jedesmal eme der kreuzenden Strassen 
gäbe« und „Auflösung« gedruckt ist, und noch ^^ i. i. |. ^^ g^ ^^ „„j g^ y^^^ jg* ^,g 
mehr jene der Eapitelttberschnnen weder unter 2 ' d ' 3 ^ 

sich, noch mit den oben genannten Schriftarten die andere, 
ähnlich. 

Aufgabe 2. Man soll Fälle von Figuren 
nennen, welche: 

1) fibereinstimmende Gestalt, aber un- 
gleiche Flächengrösse, 

2) tibereinstimmende Grösse , aber un- Auflösung. 1) Figuren mit überdnstim- 
gleiche Gestalt mender Gestalt, aber ungleicher Grösse sind 

s) .b.rd»i™,d. G».^. ..d GH.». s« ';t;'TSr,rÄT'g"'.r"^ 

grosses Quadrat und ein kleines. 

B-wi aoA T^- * • V o 1. -A . 1- 2) Figuren mit nicht übereinstimmender 

Erkl.289. DiegeometnschenSchnftzeichen Gestalt, aber gleicher Grösse wären etwa 

für die genannten drei Fälle smd: . «' ^^ gx^xuuox ^^^»^^ «v«^ 

tx /«!. r vx Ät 1 • u n 4 1* V • *wei Grundstücke von je 7 Ar Fläche, von 

l)c^ (ähnhch) für gleiche Gestalt bei ^^„^^ ^^g j ^ ^^^^ ^ Dreiecks, 

ungleicher Fläche, , , j* %i ^ !;"', " Xr^^ iJ v I' 

ox /• u 1^ 1 • 1.x A. 1 • V «1» 1. ^*8 andere die Gestalt eines Rechtecks hat, 

bei'u^r.^eiffat^ *"' ^''"''* ^'''''' »fer zwei gleichgrossa R^Atecke. bei deren 

Q. ® ,, *x A«. 11. ru. * 1* A öi^o*» ^ Seitenverhältnis den Wert 1:2 

glei?L"FlfdSr ^ ^ ^"^ hat, während beim andern 1:8. 

Dabei ist vom allgemeineren zum besonderen ^ 3) Figuren mit gleicher Gestalt und 
fortgeschritten. Und daher ist die Behandlung Grösse smd alle kongruenten Figuren, 
des letzten Falles, als des leichtesten, schon &l80 etwa Seite 100 dieses Buches in ver- 
Gegenstand der ersten vier Teile dieses Lehr- schiedenen Exemplaren desselben, oder zwei 
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bachee, die des iweiten Falles Gegenstaiid des Rechteeke gleicher Fläche, bei denen beiden 
fOnfien, die des ersten aber Gegenstand der das Seitenverhältnis mm besteht 
letzten drei Teile (VI, VII, VIII) desselben. 

Erkl« 240« In nebenstehender AnflGsnnff 
ist jedesmal ein Fall vom Rechteck als Beispiel 
gewählt: Quadrate sind stets ähnlich, da 
alle Winkel und Seitenverhältnisse gleich sind 
(erstere 90^, letztere 1:1: 1). Rechteeke sind 
ähnlich, wenn das Seitenverhältnis fifleich ist, 
denn die Winkel sind schon gleich, üeber 
Herstellung von Rechtecken der in 2) genannten 
Art sehe man unten in Au%abe 24. 



Anfjgabe 3. J)ie Seiten eines Dreiecks 
sollen sich verhalten wie a:b:c = ^:bi7 
oder wie minip. Ausserdem kenne man: 

1) a = 10 oder = x; 

2 6 = 2 oder = y ; 

3) c = Vß oder = z. 

Man soll die anderen Seiten dieser Dreiecke Anflöiung. 1) Soll a : 6 : c = 3 : 5 : 7 und 

berechnen und ErkL 5 daran bestätigen. ^^^ ^^ ^ ^ 10, so muss 10:6 = 3:5 und 

10 : c =s 3 : 7, also ; 

«> ,^ 2 70 ^^ 1 

ftU. 241. Setzt man für a», 6,, e, in ^ = "3"" "S"' ^ — T"^ T' 

ErkL 6 die Grossen 3, 5, 7 so wird für die drei <, ^ ^ ^ , , 

Dreiecke, je mit Seiten a„ 6,, c, in Zahlen in oder fhr a : 6 : c = m : n :^ und a = a: wird 

nebenstehender Auflösung: x:b = m:n, x:c =:^m:p, also : 

d,:6. =3:6 = 10:164- = 1,2:2 * = -^, c = ^^. 

* * 3 mm 

_. A vT- — l/ö" ^) ^^^ a : 6 : c = 3 : 5 : 7 und 6 = 2, so 

T ' 1 ^ ' wird a:2 = 3:5 und 2:c = 5:7, also: 

6.:c. = 6:7 = 16|:23i- = 2:2,8 a = A = 1,2 und c = ^ = 2,8; 

K Do 

= y \/6 : \/6, ffir a:b:c = tn:n:p und 6 = y wird: 

1 a:|r = m:ff, y:c = fi:p, 

<j,:a, = 7:3 = 23y:10 = 2,8:1.2 also: 

fl my P 

« - - 1 A ifl 2 ^ 1 8) Soll a : 6 : c = 3 : 5 : 7 und <? = Ve, 

<i-6,:e, = 8:6:7 = 10:16-3-:28-5- ' ,/-- „ ^ _. ,/— ^ „ 

* ' * 3 3 80 wird a : y 6 = 3 : 7 und 6 : V 6 = 5:7, 



Ai/S'.A^/ft". 1/« also: 



= l,2:2:2,8 = -~\/6:y\/6": V^e. _ _ 

oder: a = -^l/6 und 6 = -^\/6; 

für a:h:c ^minip und 6 = y wird: 



«1 

erst: 


_ 6, _ c, 

3 5 7 


dann: 
endlich: 


8 5 7 
*"" 1,2 ~ 2 " 2,8' 

3 5 7 


m — 


4l/^ ^ 4l/f ~ >^^ 



a:0 = m:j>, 6:2r=:n:jp, 

also: 

m t. M 

a = — -2?, = — •«. 

Bei allen solchen Fällen ist aber wohl 
darauf zu achten, dass ein Dreieck mit 
Seitenverhältnis 3:5:7 oder mmip 
nur dann thatsächlich möglich ist, wenn auch 
die Stficke 3, 5, 7 selber oder m, n, p die 
Seiten eines wirklichen Dreiecks liefern kön- 
nen, d. h. den Bedingungen genügen, dass 
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oder: 



10 



2 



a^ = -"ö" <*!» bezw. = -^öi» bezw. = 



6j = -3- 5«, bezw. 

o 

c, = -5- Cj, bezw. 



-^ dj, bezw. 



-r- Ci, bezw. 




_ die Siiinme je zweier g^röeser als die dritte, 

1/6 nnd damit anch die Differenz je zweier 

~7~**i' kleiner als die dritte. So wäre anm9glich 

/^ ein Dreieck mit Seitenverhältnis 3:5:8 oder 

^ 61, 3:5:9, da 3 + 5 = 8 bezw. 3 + 5<9, 

also auch 8 — 3 = 5 bezw. 9 — 3 j> 5 und 

8 — 5 = 3 bezw. 9 — 5 > 3. 



7 
V6 



'!• 



n 



Erkl. 242. Ebenso entsteht für die drei 
Dreiecke mit Verhältnis m:n:p erst: 

, nx px mit py 

a,:h.:c. = tn:n:p = a? : : — — = — ^ : u : -^-^ 

mm n " 

oder: 

X = — , bezw. = — , bezw. = — , 
m n p 

so dass jede der Seiten m, n, p, nm a,, &,, c, 
zn erhalten, mnltipliziert werden mass mit 

— , bezw. = -^-, bezw. = — . 
m n p_ 

ErkL 248. Wäre bei drei Grossen a^ : &, : c^ 
oder m:n:p etwa m -f- n ^ p , so wäre anch 
bei den drei GrOssen a^h^c^ oder xmixnixp 
wieder xm-f-xn oder x (in -f- «) > x/> , indem 
bei vori|;er üngleichnng iedes Glied mit x 
multipliziert wird, also auch fls + &a>c,. 



m n 

2 : — *z:z, 

P P 



Aufgabe 4. Es sei gegeben eine beliebige 
Figur A^B^C^Di " '. Man soll dieselbe in 
ähnlicher Gestalt nachzeichnen, sodass 
statt der Länge A^B^ = a^ die Länge 
A^B^ = a, aufüitt. 

Erkl. 244. Streng genommen braucht man 
nur eine Strecke weniger zu konstruieren, 
als die Anzahl aller yorhandenen beträgt, und 
zwei Winkel weniger anzutragen. Denn wenn 
der letzte Eckpunkt der Figur A^B^C^D^ kon- 
struiert ist, so muss die Verbindungslinie 
derselben mit A^ von selbst die richtige Länge 
haben und die richtigen Winkel mit der vorher- 
gehenden Seite und mit der folgenden Seite a, 
bilden. Der Beweis für diese Thatsache folgt 
aus Satz 16 über Aehnlichkeit der Vielecke. 
Doch dient es zur willkommenen Bestätigung 
aller Einzelkonstmktionen, wenn auch diese letzte 
zur Prüfung wirklich noch ausgeführt wird. 



Au£L9ftmg. Wenn A^B^C^Df' ähn- 
lich werden soll zur Figur AiB^^C^D^ • • • , 
so muss: 

Man konstruiert oder berechnet also nach 
dieser Proportion erst die Strecken b^^ c^ 
d^'" und trägt dieselben in genau der- 
selben Reihenfolge aneinander an, wie 
a, bf c, d aneinander liegen, indem man die 
eingeschlossenen Winkel genau ebenso gross 
macht, wie bei A^BiC^D^- ". Dann wird 
die neu entstehende Figur der ursprünglich 
gegebenen ähnlich. 



Aufgabe 5. Man soll die Aufgaben 197 

bis 200 des III. Teiles in Bücksicht der 

Aehnlichkeitssätze betrachten. . «.. - ^ , . * , 

Auflösung. In den Aufgaben 197 bis 

ErU. 245. Der im nebenstehenden erwähnte 200 des III. Teiles werden solche Dreiecke 

zweite Fall hat noch eine Unterabteilung, näm- betrachtet, welche entweder: 
lieh Gleichheit einer Seite und deren Gegen- 



winkel (statt deren anliegendem Winkel). Dabei 
gilt nach den Sätzen über Peripheriewinkel 
und Sehnenlänge im Kreis ebenfalls, wie neben- 
stehend, dass jede der andern Seiten zugleich 



1) zwei Seiten, oder 

2) eine Seite und einen Winkel, oder 

3) zwei Winkel gleichgross haben. 
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mit ihrem Gegenwinkel grösser oder kleiner ist, Dabei fand sich eine Abhängigkeit der 

als die andere Seite nnd deren Gegenwinkel Seiten bezw. Winkel in der Art, dafis: 
Denn wenn Pnnkt A in Fignr 48 des IV. Teiles ix v • • i • i. - a .x j» :■ .^^ 

die Peripherie durchläuft, so wächst AB, wäh- ^ .^) °^} /^®* gleichen Seit«i die dritte 

rend AC abnimmt nnd gleichzeitig wächst ^^^^e und deren Gegenwinkel gleichzeitig 

Winkel BCA, während Winkel ABC abnimmt, grösser und kleiner werden, dass 

Erkl. 246. Während der dritte Fall neben- ,?^ ^^j ^^Ä^* T' ^""^t "fi "l"*? 
stehender Auflösung durch die Aehnlichkeits- anliegenden Winkels die zweite Schenkel- 
sätze ins Gebiet der elementaren Planimetrie *®i*® dieses Winkels und deren Gegenwinkel 
einbezogen wird, bleiben die beiden anderen der gleichzeitig grösser und kleiner werden, dass 
Trigonometrie vorbehalten. Nicht zwar das 3) bei Gleichheit zweier Winkel alle drei 
Verhältnis zwischen Seite und \Vinkel selbst, Seiten gleichzeitig grösser und kleiner werden, 
wohl aber dasjenige zwischen Seite und Sinus ttj. j.t^« . 3 -> 
des Winkels bleibt bei all diesen Veränderungen ^^^ diesen drei Fällen ist nun der dritte 
massgebend. Und zwar ist im enten Falle, durch die Aehulichkeit wieder aufgenommen 

. . , . , .... a b und zu dem festen Ergebnis geführt, dass 

wenn c und fr gleichgross bleiben, .^j^ = -jjg^. ^ ^^^^^ p^j^ ^.^j^^ ^^ allgemein gleich- 

, ^ ., -, . 1 1 . <» zeitiges Grösser- und Kleinerwerden eintritt. 

Je grösser also ß wird, desto kiemer -^^. ^^^^^^ ^^ ^^ Verhältnis je zweiei^ 

Wenn also a grösser wird, muss auch a grösser entsprechenden Seiten gleichgross 
werden, und zwar in noch stärkerem Ver- bleibt Bei den beiden anderen Fällen aber 
hältnis als a. Im zweiten Falle, wenn e und ß ]gt keine elementare Beziehung zwischen dem 

gleichgross bleiben, muss wieder -A- = -^. gleichzeitigen Anwachsen bezw. Abnehmen 

sin« siny von Winkeln und Seiten anzugeben. 

Je grösser also siny wird, desto kleiner — ; — . 
** ' sma 

Und da mit Vergrösserung von y die Seite a 

abnimmt, so entsteht dieselbe Folgerung. Im 

Falle der Erkl. 245 aber behalten die drei Brüche 

— : = —. = — : konstanten Wert, so 

sma sin^ sin^^ 

dass jedenfalls Zähler und Nenner gleichzeitig 

ab- oder zunehmen müssen. 



b) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 6. Man soll weitere Fälle nach . ^ ^ ^. . « 

Aufgabe 1 nennen. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gäbe ist analog der Auflösung der Aufgabe 1. 



Au^abe 7. Man soU die Fälle voriger 
Aufgabe auch auf körperliche Begriffe aus- Andeutung, Die Auflösung dieser Auf- 
dehnen, gäbe ist analog der Auflösung der Aufgabe 1. 

Anfgabe 8. Man soll geographische Bei- , _ ^. * ^ 

spiele nach Aufgabe 2 angeben. Andeutung. Die Auflösui^ dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Anfgabe 2. 



Aufjgabe 9. Man soll Beispiele nach 
Aufgabe 2 vom Rhombus hernehmen. Andeutnng. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Aufgabe 2. 



Anfgabe 10. Man soll in folgenden Bei- 
spielen den Wert der unbekannten Dreiecks- 
seite berechnen und konstruieren: Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
ttj : &, : c, = 2 : 4 : 5 = 7 : &2 : c, fi^abe ist analog der Auflösung der Aufgabe 3. 



2 

3 __ 
= a^l\: \/lO. 



= «'s • y • Cs 
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Angabe 11. Dieselbe Aufgabe für fol- 
gende Beispiele zu lösen: Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
a^ : b, : Cj = er : r : i; = « : 5, : c, gäbe ist analog der Auflösung der Aufgabe 3. 

= <*4 • ^4 • y« 

Aufgabe 12. Den Wert der Verhftltnis- 

grösse X für beide vorigen Aufgaben aufzu- * • ^ ^^ * i«.. :i. ».^ 

stellen. Andeutung. Die Auflosung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 3 und Erkl. 241. 



Angabe 18. Oibt es Dreiecke mit Seiten- 
verbältnis 2:3:6 und warum nicbt ? Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Auf* 
gäbe 3 und Erkl. 243. 



Aufgabe 14. Man soll Figur 3 im drei- 
fachen (bezw. im halben) Massstab nach- . ^ . ^. a ..... •.. i ^ 
zeichnen. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
gabe ist analog der Auflösung der Aufgabe 4. 



Aufgabe 16. Man soU besondere Grenz- 

f&lle des zweiten Falles der Aufgabe 5 an- . ^ ^ ^. » .».. •.. l » 

g^l^Qj^ Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 5 und ErkL 246. 



2) Aufgraben über die Anwendung* der Aehnlichkeit auf 

das allgenneine Dreieck. 

(Zu Abschnitt 2.) 

a) Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 16. Man soll den einen der 
Sätze in Erkl. 38 unmittelbar beweisen. Auflösung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe geschieht wie in Erkl. 39. Wird voraas- 
gesetzt, dass: 

und 

Erkl* 247. Man hat sich zu hüten yor der so ist: ^ 

falschen Anwendung dieser Schlussweise, näm- <v^=^ <i:B=B <i:C— C- 

lieh vor Annahme der Kongruenz unter sol- ^ * J.' v* __ j.*' \_* "^ " 

eben Figuren. Wenn Ä,B,C, mit Ä.B^C^ »i — «2» 0^ — 0^^ ^i — «« 

kongruent, und A^B.C^ und A^^B^C^ ähnlich ^* 

ist, so folgt nicht, dass Ä^B^C^ mit A^B^C^ -^A^ = ^,, <i A = J^s» ^<^\ = ^«5 

kongruent ist, sondern nur, dass diese beiden a^ih^xc^ = o, : h^ : c,y 

ähnlich sind. also folgt: 

<^ -4, = ^5 , <^ 5j = ^„ <^ C, = C, ; 

aj:5,:Cj = a,:6,:c,, 
d. h.: 
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An^ra^be 17. Dareh einen gegebenen 
Pnnkt P im Innern eines Dreiecks ABC 
soll eine Gerade gezogen werden, so dass 
das abgeschnittene Dreieck dem ganzen fthn* 
lieh wird. 

Fignr 42. 




Erkl. 248. Die Zeichnnng der Antiparallelen 
durch einen gegebenen Pnnkt P geschieht da- 
durch, dass man die Seitenstrecken des zn be* 
trachtenden Winkels auf vertanschten Schenkeln 
anträgt und znr Verbindnngslinie ihrer neuen 
£ndpnnkte die Parallele durch P legt. 

Erkl. 249. Die drei Parallelen liegen selbst- 
yerstftndlich aUe im Innern des gegebenen Drei- 
ecks ; eine Antiparallele kann ihre antiparallele 
Dreiecksseite im Innern der Seitenstrecke treffen. 
Dann ragt auch das gesuchte Dreieck, welches 
dem gegebenen ähnlich ist, über diese Seite 
des ursprünglichen hervor. Von den beiden 
anderen neuen Dreiecken, welche einander ähn- 
lich werden, liegt stets das eine ganz ausserhalb 
des gegebenen, das andere ragt über das ur- 
sprüngliche heraas um eben das vom yorlgen 
Dreieck gebildete Stück. 

Erkl« 250« Dass die beiden letzten Drei- 
ecke ähnlich sind, kann man entweder aus der 
einzelnen Aufstellung der Oleichheit entspre- 
chender Winkel entnämen, oder kürzer daraus, 
dass nach Erkl. 113 des VI. Teiles nicht nur 
die neue und yorherige Grundseite im Winkel 
der beiden anderen Seiten antiparallel sind, son- 
dern auch diese beiden Dreieeksseiten antipar- 
allel sind im Winkel der neuen und yorigen 
Qrundseite. 



AüflSsnng. Je nachdem man den ge- 
gebenen Punkt anffasst, als liegend im Win- 
kel a oder im Winkel ß oder im Winkel /, 
kann man die Aufgabe lösen durch Konstruk- 
tion entweder einer Parallelen oder einer 
Antiparallelen znr Gegenseite dieses Winkels. 
Man erhält also durch denselben Punkt P 
sechs Gerade, deren jede ein dem ganzen 
Dreieck ähnliches Dreieck abschneidet 

Dabei bildet jede Parallele nur ein einziges 
neues Dreieck; jede Antiparallele aber drei 
neue Dreiecke (weil sie sämtliche drei Seiten 
schneidet) , nämlich mit jeder Ecke des ur^ 
sprnnglichen Dreiecks und deren zwei Seiten 
ein Dreieck, dessen Gmndseite sie selbst ist. 
Von diesen ist eines dem ursprünglichen 
Dreieck ähnlich, nämlich da^enige mit dem 
Winkel, in welchem die Antiparallele kon- 
stmiert wurde. Diebeiden anderen neuen 
Dreiecke sind untereinander ähnlich 
wegen Gleichheit aller Winkel So hat man 
in Figur 42: 

Im Winkel a antiparallel BCvsi^A^ B^ Cp 
folglich: 

ABCc^AB^C^ nnd A^BC^v^ A^B^C, 

im Winkel ß antiparallel CA und A^B^C^, 
folglich : 

ABCcssA^BC^ und A^B^CeksAB^C^, 

im Winkel y antiparallel BC nnd A^B^C^^ 
folglich: 

ABCesoA^B^C und A^BC^^^AtB^C. 



Aufgabe 18. Zu einem gegebenen Drei- 
eck unter Beibehaltung eines Winkels und 
seiner Schenkelrichtungen ein ähnliches her- 
zusteUen, welches gegebenen Umkreisradins 
hat. 



Auflösung. Dnrch den Badias des Um- 
kreises und den beizabehaltenden Winkel ist 
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Erkl. 251. Die vorliegende An%abe ist im auch die Grösse der Geg^enseitebe- 
wesentlichen dieselbe, wie die früher gelöste, gtimmt. Denn zu gegebenem Peripherie- 
in einen »^ebenen Kreis ein Dreieck von ge- ^ini^el gehört eine bestimmte Grösse als 
gebenen Wmkeln emzuzeichnen (Aufgabe 99 o^u^a 
des IV. Teiles). Während aber in dieser letz- ^^i®* . ^ , ^ 
teren Aufgabe die Lage gleichgültig blieb, '^^^ zeichnet also den verlangten Kreis, 
stellt die nebenstehende Angabe die Anforde- legt in denselben den gegebenen Dreiecks- 
rung bestimmter Lage, um dies zu erreichen, Winkel als Peripheriewinkel ein und tr9gt 
müsste die vorgenannte Au%abe für sich all- die entstehende Sehne in das gegebene Drei- 
gemein gelöst werden, und dann die erhaltenen eck ein — parallel oder antiparallel mit der 
Seiten des beizubehaltenden Winkels angetragen ursprünglichen Gegenseite des beibehaltenen 
^®'^®"^- Winkels. 

Erkl. 252. Eine weitere Art der Lösung ^^ ^o entstehende neue Dreieck hat 

dieser Aufgabe geschieht mittels der Aehnlich- gleiche Winkel wie das gegebene, und be- 

keitsmethode (siehe Abschnitt 8). sitzt den gegebenen Umkreisradius. 

Aufgabe 19. Man soll die Antworten 

der Fragen 13 u. ff. unmittelbar aus den . «« _ -r,.. j. Tr«i. j Tk- • i. 

Werten der Dreieckselemente ableiten. ^ Auflösung. Für die Höhen des Dreiecks 

hat man nach Antwort der Frage 16 des 

. ^, «,^. « . , ^ . V« Teiles in zwei ähnli<^n Dreiecken ABC 

Erkl« 258. Statt mtt der Proportion: mj^j A^B'C etwa: 

kann man auch den Beweis fflr die Höhen \K7i^A »lan. 

führen mittels der Formel: ^*^^ **®^- , , ,, 

Ä« = — \/«(« — a) (« — 6)(s — c). 8e muss auch : 

Wird hier wieder a =r x.a' u. s. w., so ent- ^j^«. * ' " b .fh» 

ha • ha = Äj : Äfc' = a : a' = 6 : 6'. 



steht auch ha = x-ha* 



Dasselbe Verfahren gilt für Abschnitte, wie „v „.. ,, „.^. „. . . . i. * * .* 

p und q. Denn aus Antwort der Frage 36 des , 2) Für die Mittellinien ist nach Antwort 

V. Teiles wurde: der Frage 49 des V. Teiles: 

Pa = — -^ , tWfl= 2-\/2(62 + c2) — a«, 

also wieder pa = x-Pa'. 1 

Letzteres Ergebnis entsteht auch unter Be- *"«' = Y \/2{b'* + c'«) — a% 

nutzung des vorhergehenden für die Höhen Wird also* 
durch den Ansatz: ' , ,' 

a : : c = a' : 6' : c', 

Pa=^ yo —ha . g^ lisjin man setzen : 



Wenn hierin 5 = x&', ha = x-ha' gesetzt 

wird, so hat man wieder pa =- *'pa'- :, 

oder : 



a:a' = h:b' z=. c:c' = x 



a := xa* , b = a?6', c=: xe'. 



Erkl. 254, Für die von den Winkelhal- u, , ,. i. 
bierenden gebildeten Abschnitte «, v lässt sich Folglich: 

der Beweis besonders leicht auch aus dem ^ _ 1 i/o /K'Z _l v2\ «a — ^*t Z2 
Satz 11 des VI Teiles entnehmen. Hiemach *^a ^ -^y ^ {O ±e )x ^a -x 

verhalten sich diese Abschnitte wie zwei an- 1 

liegende Seiten, also gilt für die Abschnitte der = x— /2 (fc'« + c'«) — a'« = x-m«'. 

Halbierungslinie sowohl des Innenwinkels als 

des Aussenwinkels : Also wieder: 

UeiVe = a:b, ^ m : m' = x = a : a' = fc : b' • • • 

und im ähnlichen Dreieck: 3) Für die Winkelhalbierenden gilt nach 

f/c':iv' = a':6'. Antwort der Frage 56 des V. Teiles: 

Da also: 2 

a:b = a':b\ «'a = -t-t— • V &c« (« — a), 

so wird auch: "• 

ue'.ve = uc'-.ve*, ^"^ ^« dcrselbc Ausdruck mit den ge- 

also: ' strichenen Buchstaben. Wird hier wieder 



u:u* = v:v* = a:a' = • • • wie ZUVOr gesetzt: 

Und ähnliches gilt von anderen Abschnitten. a =i x-a*, b = x*b* , c = X'C^ 
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also auch s^x-s', so wird ancli wieder 
tc = x-tp*f also tv:w' = a:a' = ' • ' 

4) Dasselbe Verfahren gilt anch für alle 
anderen Elemente ähnlicher Dreiecke, welche 
in den Seiten ausgedrückt sind. 



Aufgabe 20. Man soll die Aehnlichkeit 
der Teildreiecke unmittelbar beweisen, welche 
in ahnlichen Dreiecken gebildet werden durch 
eine Seite und die beiden anderen Mittel- 
senkrechten. 




£rU. 265. Die Proportionalitftt der Mittel- 
senkrechten selbst kann entweder entnommen 
werden aus der Winkelgleichheit in den Drei- 
ecken BOA und B'(yA', deren Höhe die Mittel- 
senkrechte OH iBi\ oder aus der algebraischen 
Formel fELr die Stücke na, nbi nc\ oder aus der 
Gleichheit jeder solchen Strecke OH mit der 
Hälfte des oberen HOhenabscbnitts auf der zur 
gleichen Seite e gehörigen Höhe u. s. w. 

Krkl. 256. Bei anderer Grösse der Winkel 
des Dreiecks ABC va Fisfur 43 erhalten die 
Mittelsenkrechten, also aucm das Dreieck FGO 
yersduedene andere Lage an der Seite AB, 



Auflösung. Ist DOF bezw. EOG je 
die Mittelsenkrechte der Seite a und 5, so 
wäre zu untersuchen das Dreieck OFG, 
Nun ist für die Dreiecke BD F der: 
^B=zB', ^D = i)' = 90o, 

also '^F = F*. Aus gleichem Grunde für 
die Dreiecke AEG der: 

also '<^G = G\ Daher sind auch in den 
Dreiecken FÜG und F'O'G' die drei Winkel 
gleich, also die Dreiecke ähnlich, und ausser 
der Winkelgleichheit auch: 

FO'.F'Q* = QOiG'O' = FOiF'O'. 

Um noch zu zeigen, dass dieses Verhältnis 
auch wirklich gleich x = a:a* ist, ziehe 
man etwa die Mittelsenkrechte OH, von der 
bekannt ist, dass OHiO' H' = x ist. Dann 
folgt sofort: 

OF: 0*F* = 0H\ O'B' = *, 
was zu beweisen war. 



Aufjgabe 21. Man soll umgekehrt au 
Figur 43 beweisen, dass: 

AABC^A'B'C' Auflösung. Wenn FOG^F'0*G\ so 

seht muss, wenn die von zwei Winkelhal- ig^ ^uch im Dreieck FDBi 
bierenden und ihrer Gegenseite gebildeten v. „ r* ^ n n' — oao 

Dreiecke FÜG ähnlich sind. , „^ «7 ' , . . o ". . .. 

also B =■ Bf aus gleichem Gmnde A==A' 

im Dreieck AEG, also ABC^A'B'C. 



Au^be 22. Man soll nachweisen, warum 
in Erkl. 51 der Winkel der „kleineren'' 
Strecke genannt werden musste, und warum 
nicht nur der Grösse, sondern auch der 
Lage nach. 

Erkl. 257. Der in Erkl. 51 als Beispiel 
angeführte Aehnlichkeitssatz kann auf ver- 
schiedene Arten bewiesen werden: 

1) Man kann durch direkt geometrischen 
Beweis aus den vorhandenen Angaben und den 



Auflösung. 1) Von den durch Winkel- 
halbierende und Mittellinie gebildeten Teil- 
dreiecken kennt man das Verhältnis zweier 
Seiten miio. Um dann die Aehnlichkeit 
feststellen zu können, genügt nicht die Gleich- 
heit eines Winkels im allgemeinen, sondern 
es muss der der grösseren Seite gegen- 
überliegende sein, — also der Winkel 
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Bejdehiiiigen der Hittellinie und Winkelh&l* 
bierenden zn den Seiten die Aehnlichkeit der 
Dreiecke (mea), (mcb) bezw. (wca), (weh) 
nachweisen und dadurch die Gleichheit der 
Winkel a, ß, y. 

2) Man kann nach den Formeln im V. Teile 
dieses Lehrbuches erst aus den Seiten a, h, e 
die Stücke des Dreiecks (mu>e) berechnen und 
aus diesem rftckwärts a, &, c, um so die Pro- 
portioDalität der Seiten zu erhalten. 

3) Man kann durch indirekten Beweis 
schliessen, dass die Dreiecke (m, w^ e) nur 
dann ähnlich werden können, wenn ABC und 
Ä'B'C ähnlich sind. Und letzteres ist im vor- 
liegenden Falle der leichteste Weg. 



zwischen der kleineren dieser bei^ 
Strecken und der Dreiecksseite. 

2) Gleiche Lage dieses Winkels in 
beiden in Beziehung gesetzten Dreiecken 
nötig, da jede Transversale zweiNeben^ 
mit der Gegenseite bildet, die einen 
gleicher, die anderen auf ungleicher Seite 
der zweiten Transversalen. Um also 
Aehnlichkeit der Dreiecke sicher zu stelk 
muss der gleichgrosse Winkel beidemal 
diesseits oder beidemale jenseits dies 
Transversalen liegen. 



Au^be 23. Man soll ein Dreieck kon- 
struieren, von dem gegeben ist das Verhältnis 
b:Wf Winkel / und die Summe der Seiten 
a und b. 

Figur 44. 




Erkl. 258. In Figur 44 ist Dreieck: 

ABCs^Ä'B'C*, 

da die sämtlichen Winkel parallele Schenkel 
haben. In Ä'B'C hat das Verhältnis h':w* 
den verlangten Wert nach Konstruktion, folg- 
lich hat auch im ähnlichen Dreieck ABC das 
Verhältnis h:uf denselben Wert. 

Erkl. 259« Konstruktionsaufgaben der neben- 
stehenden Art lassen sich in unbegrenzter Menge 
bilden. Da ein besonderes Lehrbuch dieser 
Encyklopädie von den Konstruktionsaufgaben 
ausschliesslich handelt, so genügt es an dieser 
vorliegenden Stelle eine solche Aui^abe als 
Muster vorzuführen. Für weitere Arten gleich- 
wertiger Aufgaben ist zu verweisen auf: 

E. B. Müller, 
Lehrbuch der Konstruktionsaufgaben. 



Auflösung. Da Winkel: 

so erhält man unmittelbar die Eichtmig der 
drei Linien b, w, a. Trägt man also auf 
den beiden ersteren Schenkeln zwei Strecken 
an, der^ Verhältnis gleich dem gegebenen 
ist, so erhält man durch Verbindung der 
Endpunkte ein dem verlangten ähnliches 
Dreieck Ä'B'C. Um nunmehr a' + b' aof 
die verlangte Grösse zu bringen, verlängere 
man etwa a' über C um b* und verbinde 
den neuen Endpunkt E' mit A'. Auf dem 
Schenkel E'B* trägt man die gegebene 
Strecke a-{-6 ab, nimmt den jetzigen End- 
punkt B als Eckpunkt B des Dreiecks ABC 
und zieht: 

BAWB'A', AC\\A*C' und CD\\C'iy. 

Dann ist: 

1) AC:CD=iA'C':C'D' =zh:w, 

2) ^ACB = A'C'B' = y, 
und 

8) <^E'A'C' = E'AC = AE'C, 

also: 

JE?'Cr= AC=h, 

so dass auch: 

E'B=:CB + E'C = CB + AC=a + b. 






Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 






Der ausfnhrliche Prospekt und das ausführliche In 

(lialtsTerzeiehllis der ^^yollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer^^ kann von jeder Buchhandlung, sowie voo 
der Yerlagshandlnng gratis und .portofrei bezogen werden. 

» 
i 

I 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenlolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie ans dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutnng 
für die Interessenten. 

G). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Hegeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Sehüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das Torsüglichste Lehrbuch 
snm Selbststadinm, das yortrelflicbste Nachsohlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Bucli handlang bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Stuttgart. 



-•4 J 
I 



{ : 






■n 






^^^.^ ww ü. 8 ^roi^T.i £.bene Elementar-Geometrie 

1 QQß Haft /ix^fiH H^^fte*' I ^ <Planiraetrie). 7. Teil 

1 LIlIO« Uvlll« / E ^ . ^ _"r J! Die Aehiilichkeit der geradlinigen Figuren. 

8. Y. Heft 1337. — Seite 97—112. 

/ Mit 8 Figuren. 



iS 

s 

2 
5 

ZI 

s 

2 

51 

a 

5 
2 

S1 

i 

51 



151 

1 

15 
12 

I 
I 

la 



S 

S 

,1 

2 

iZ 
iS 

I 

i 

!2I 

is 

•2 

21 

i2 
iS] 
21 
!5| 




^^.^acarsaia 
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mit 
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I viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 
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Brücken« o. Heehbaa's; der Koustruktionslehren »Is: darsteli« Geometrie, Polar- u. 

Parallel-PerspectiYe, Schattenkonstruktionen etc. etc. 
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Schüler, Studierende, Kandiduten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreiclien 

Sttiditim zur Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolph Kleyer, 

Mathematiker, yereidetor kdnfgl. preuBS. Feldmesser, vereideter grossh. heBsischer Oeometer I. Klasse 

in Franklnrt a. M. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte, 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. I88t 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein älmliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlang der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Oesamtgeblete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Elsenbahn-, 
Brücken- nnd Hochbanes, des konstrnktiTen Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollstladig 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärnngen nebst Angabe und Enlwickelang der 
benutzten Sätxe, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann aach alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezaglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeneich- 
uls, Beriehtignngen und erläuternde Erklärungen über das betreifende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realsehnlen I« nnd II* Ord«, gleich- 
berechtigten höheren Bttrgerschnlen, Privatschnlen , Gymnasien, Realgymnasien, Pro* 
gymnaslen, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn* Yorbereitungsschnlen aller Arten, grcwerbliehe 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwlssenschaftsschnlen, 
Militärschnlen , Yorbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B für das Einjährig-Frei- 
willige- nnd Offlziers-Examen, etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen and 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese. Schritt fdr Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütse für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernang des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — znm Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben an lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lnst, Liebe 
und Verständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Beruf s- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertnngen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandlimg. 
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Angabe 24. Wie gross wird die Fläche 
(Seite) eines Dreiecks, von dem eine Seite 

oder beUebige Strecke (Fläche) 2, 3. • • • 5 -i, AuflSrang. Nach Satz 8 wird die Fläche 

n ^ ^™-i .« ».«oo />j«, .« ^r^^t„ soviel mal so gross oder so klein, als das 

2y, •-• nmal so gross oder so klein Qn^^rat der Verhältniszahl entsprechender 

wird, als in einem ähnlichen Dreieck? Längen angibt, also in nebenstehenden 

Fällen 4, 9, • • 30^, 5 4, • • n^mal so 
Erkl. 260« Dreimal so klein heisst so- 



viel als 1 der vorigen Grösse (vergl. Erkl 6 ^^»^ ^^^"^ «^ ^^^i«^ pezw. T» yi ' ' • ^äT' 

9 11 

des VI. Teiles); mit Brüchen bedeutet ebenso der andern Fläche . 

2 9 4Ö ' if* J 

lymal so gross y der vorigen Grösse, da- Die Seite dagegen wird umgekehrt nur 

2 7 mit dem Faktor multipliziert, welcher die 

gegen lymal so klein -^ der vorigen Grösse; Wurzel ans dem vorigen ist, also: 

--mal so gross das —fache, aber -g-mal so V^i V^, y^^^' y V'Sl, • • • V^n, 

klem das —fache des vorigen. i _ i i i 



Aufgabe 26. Man soll die Antwort der 
Frage 56 auf Dreiecke mit feststehenden Auflasung. Dreiecke mit feststehenden 
Winkeln anwenden. Winkeln müssen auch gleiche Schnittwinkel 

Erkl. 261- Es ist die Aufgabe der Tri- ?«t sprechender Geraden haben So müssen 
gon^etrie, die- gleichbleibende Grösse solcher ^,o^"^° ^Ä'° ?i^^,, ^^^^^«^ von etwa 
Schnittwinkel in Dreiecken mit feststehenden 50^ 60«, 70*^ die Mittellmien sowohl mit 
Winkeln ein für allemal zu berechnen. Mit den anliegenden Seiten als mit den Gegen- 
ihren Mitteln, und nicht mit solchen der Ele- seilen, also miteinander je gleichgrosse 
mentarplanimetrie ist es möglich anzugeben, ähnlich liegende Winkel bilden. Oder wenn 
welchen Winkel z. B. im Dreieck mit Winkeln in mehreren gleichseitigen Dreiecken eine 
600 600, 700 die Mittellinie vom Scheitel des geite in drei gleiche Teile geteilt und die 
Winkels 500 mit den Nachbarseiten, und welche Teilpunkte mit der Gegenecke verbunden 
sie mit der Gegenseite oder welchen sie mit „.^^J^^ „^ ^„„„ i^A^^^^\ „««r.vi,i a^^ 
den anderen W&kelhalbierenden bildet. ^^^^^en, so muss jedesmal sowohl der 

äussere als der innere Teilwinkel je die 

Figur 45. gleiche Grösse haben (<i:^ Co = ^'C'Ö' 

C =^"C"Ö^"...=5CF = J9'C"F'... und 

A GCF=^ G'C'F' = G*'C*'F" u. s. w. in 

\ . Figur 45). 



firkL 262. In Aufgabe 123 des III. Teiles 

wurde bewiesen, dass in Fiffur ^5 <^GCIf 

süsser als ACQ ist. Durch Trigonometrie 

bestimmt man erstem Winkel bei jeglicher 

Wiederholimg der Figur mit beliebiger Längen- 

1" 3" 

grosse zu 21© 47' 12 ~-, letztem zu 19o 6' 23 — . 



Sachs, Ebene Elementar-Oeometrie. VII. 
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Aufgabe 26. Welche Einschräokang muss 

der allgemeine Wortlaut des Satzes 9 er- Auflösung. Durch Festiegung zweier 

lanren / Seitenrichtungen eines Dreiecks ist schon ein- 
deutig bestimmt der Winkel der zu diesen 

Erkl, 268. Gruppen von Dreiecksstücken, gehörigen beiden Höhen miteinander and 

deren Winkelgleichheit zur Herbeiführang der ^it jeder dieser beiden Seiten, ebenso der 

Aehnhchkeit nicht gentigt, wären nach neben- ^yinkel der Halbierungslinie des Winkels 

stenenaem: ,,,,,. , dieser beiden Seiten u. a. Folglich hat die 

Bwei Seiten und deren Wmkelhalbierende, Gleichheit des einen Winkels dieser zwei 

zwei Seiten und die Höhe auf eine der- Seiten in zweierlei Dreiecken von selbst 

^®'**®^» die Gleichheit der Winkel mehrerer Strecken 

eme Seite, deren zugehörige Höhe und irgend ^^r notwendigen Folge, nämlich der Winkel 

em drittes Stück . • . zwischen den obengenannten Höhen, Winkel- 

Dagegen wären folgende Sätze ohne Ein- halbierenden u. s. w. 

schränkung gültig : Ea muss daher dem Satze 9 die aus- 

Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn die fol- drtickliche Erklärung beigefügt werden, dass 

genden drei Linien des einen die entsprechenden ^j^ ^^^^ Geraden solche Lage im Dreieck 

Lnnen des andern je unter demselben Winkel ^^^^^ ^..^^^^^ ^^^^ ^^^^ ^^ ^.^^^j ^^^. 

• a •* j j- TT«u j •** selben keinerlei Vorbestimmung be- 

zwei Seiten und die Höhe zur dritten, ^^^^^ ^^^^ ^^^^ ^.^ ^^^. ^^^^^^^ ^ |^^^ 

zwei Seiten und eine der beiden anderen ^^^^ ^^j^^^i miteinander oder mit den 

wmKeiüaiDierenden, , , „ , , Dreiecksseiten voUständig unabhängig sein 

eine Seite, eine nicht zugehörige Höhe nnd müsgen 
irgend ein drittes Stück, 

die drei Höhen (oder die drei Mittellinien, 
Winkelhalbierenden, Mittelsenkrechten). 

Erkl. 264« Ganz ähnliche Einschränkungen 
gelten auch für die Ergebnisse der Antwort der 
Frage 18, wie sich leicht nachweisen lässt. 



Aufgabe 27. Man soll Fälle angeben, 
wo die Aehnlichkeit von Dreiecken daraus 

gefolgert wird, dass deren Seiten paarweise . «„ -n « , , ^..„ tx_ . 

parallel oder senkrecht sind. Auflösiing. 1) Solche FäUe wo Drei- 

ecke mit einem ursprünglich gegebenen Drei- 

D 1.1 ai.r o- j j- :i ci x r :i ®ck älmlich sind infolge der Parallelität 

nJlV; !*«>> ?l°l^ito^''i.^Ä-?i.^' '.fnJ il^er Seiten, sind: die Dreiecke der Verbin- 

Dreiecks ABC je in drei gleiche Teile geteilt , v • j a •* :** j^ t7^«u:« 

durch die Punkte D,D,. E,E,, F,F„ so^wer- dungshuien der Seitenmitten der yerbm- 

den die Linien: dungslmien entsprechender Teilpunkte der 

a\\ F F n F F ^^^^ Seiten in gleiche Anzahl von Teilen 

h\\FI)\\FD (^^®^® ErkL265), der ParaUelen durch die 

^* ^'. ^* m.*' Eckpunkte zu den Gegenseiten u. s. w. 

also entstehen eine ganze Menge neuer Drei- 2) Solche Fälle, wo Dreiecke mit einem 

ecke, nämlich 20 durch die Gruppierung je ursprünglich gegebenen Dreieck ähnlich wer- 

dreier dieser Schnittlinien miteinander oder den infolge senkrechter Lage ihrer Seiten, 

mit den Seiten; und alle haben gleiche Winkel sind: das rechtwinklige Dreieck und seine 

wegen der parallelen Seiten, sind also ähnlich, durch die Höhe gebildeten Teildreiecke, die 

«^, «.^« ^ ,. r,„ 1^ sämtlichen Dreiecke, welche entstehen 

Erkl. 266. Der zuletzt genannte Fall neben- ^^^^^ fortlaufendes Zeichnen der Höhen in 

TiS^e^T^!e&^^ den aufeinanderiblgenden Teü^^^^^^^^ eines 

a, b, c Katheten und Hypotenuse eines recht- gegebenen rechtwinkligen Dreiecks u. s. w. 

winkligen Dreiecks (siehe Figur 46), so sind (siebe Figur 46 auf folgender Seite und 

ähnlich die Dreiecke der Linien: Erkl. 266). 

ahc 9S3 ch^a «v? hh^h^ «>» ch^h^ cxs b\hj^ «\9 c7l^h^ • • •, 

also proportional: 

b : c = Ä, : o = Ä^ : Ä, — ä^ : ä^ = ä^ : Äj, = Äj : ä^ • • • 
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und folglich: 



Daher entsteht bei Addition all dieser Hohen: 



'.+».+».+'.+ - = 4l+(T)"+(T)*+(f)'+-] 



h 

a* — 
e 



ah 



1 — 



e — b 



e — b • 



\/c2 - 6«. 



(Man vergleiche SUeyers Lehrbuch der geometrischen Progressionen.) 

Figur 46. 




Aufgabe 28. Man soll die in Erkl. 60 
angedeutete Definition der Aehnlichkeit genau 
ausfuhren. 

Figur 47. 




Erkl. 267« In nebenstehender Auflösung 
ist gezeigt, daas Satz 1 dieses Teiles auch gilt 



Auflösung. 1) Zu einem einmal gegebenen 
Dreieck A^B^C^ entstehen lauter ähnliche 
Dreiecke dadurch, dass man von einem 
beliebigen Punkte S der Zeichen- 
ebene durch die Eckpunkte des Drei- 
ecks Gerade zieht und auf diesen 
alle Teilpunkte nach gleichem Tei- 
lungsverhältnis bestimmt 

b) So sind die Strecken von S nach den 
Eckpunkten des Dreiecks A^B^C^ in Fig. 47 
geteilt durch Aj^B^C^ im Verhältnis 3:5, in- 
dem jede der Strecken SA^^ SB^, SC^ in 
8 gleiche Teile geteilt und der dritte Teil- 
punkt als Eckpunkt für ^2-^2^2 gewählt 

wurde, also: 

3 

SA^ = -Q 'S Ali 

SB^ = -g-'5^Bi, 
3 

Dann muss aber nach Satz 3 des III. Teiles 
auch: 

A^ "j -— "oT -^1 "v 

3 
BfC^ = -ö-B^C^j 



C^Aj — -Q ^1 Ai 
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fOr die hier aDgenommene Bestimmung des sein, also: 
A ehnlichkeitsbegri ns. 

Sodann muss noch bewiesen werden, dass 
zwei Dreiecke in die so bestimmte Lage 
gebracht werden können, wenn die Vor- 
anssetznngen eines der drei Aehnlichkeitssätze 
erfüllt sind. Dies geschieht nach analogem 
Gedankengange, wie in Antwort der Frage 22. 



■A^ Jtßy ! A^ tS^ — JS^ O] \ x>2 v/j — Ol j1| \ 0] A^ 

= 6:3 

oder: 



Erkl. 268. Dreiecke können in diejenige 
Lage gebracht werden, dass die entsprechen- 
den Seiten para,llel sind und dass die 
Verbindungslinien entsprechender Eck- 
punkte dnrch einen Pnnkt gehen: 

1) wenn die drei Seiten proportional sind. 
Zum Beweise legt man zwei entsprechende 
Seiten in parallele Lage, verbindet ihre Eck- 
punkte, etwa Ay^ Ä^ und B, B^ und erhält Pnnkt S, 
Zieht man dann SC. und bestimmt darauf einen 
Punkt C'a, für welchen SC\ : SC^ = 8A^ : SA^, 
so wird fQr das Dreieck A^B^C^ nach den 
mehrfach erwähnten Sätzen: 

jij x^n : x/f Oj : C/j A^ — A^ />! : tS^ 0| • O^ A^» 

Nach Voraussetzung ist aber auch: 

^,B,:BaC,:C,^j = A^B^: B^C\: C^A^, 
also muss auch: 

Jß^ O2 : ^2 "^3 "^ -^f 0| : C/j ^2> 
d. h. es muss: 

B,C, = BjCj' und C^A^ = Cj'J,, 

oder C,' und C, müssen zusammenfallen. Folg- 
lich hat Dreieck A^B^C^ ebenso wie das nur 
angenommene Dreieck A^B^C^ die ver- 
langten Eigenschaften, dass: 

A^B.WA^B^, ß,CJlB,C„ C,^J|Cj^, 

sowie dass A^A^ und B^B, und C^C, durch £f 
gehen. In analoger Weise erhält man die Be- 
weise der drei anderen Aehnlichkeitssätze. 

Figur 48. 




Und nach Satz 2 a desselben VL Teiles muss 
auch: 

A,B,\\A,B,, B,C, II B,C,. C,A^\\C,A, 

sein, also: 

<i «1 = «2, <^ßi = ßv ^ n = Yr 

3) In Figur 48 sind die drei Strecken 
SA^, SB^^ SC^ nicht innerlich, sondern 
äusserlich geteilt und zwar je im Verhältnis 
2:7, indem jede der Strecke SA^, SB^, 
SC^ in b gleiche Teile geteilt und davon 
zwei Teilstrecken über S hinaas angetragen 
sind, um die Eckpunkte für A^, B^, C^ zu er- 
halten; also: 

j3 A.^ ^^ -^ ^A^^ 
5B, = — »9Bi, 

Dann muss aber auch nach Antwort aif 
Frage 24 des VL Teiles: 

A^B^ : A^B^ = B^C^: B^C^ = C^A^: C^A^ 

= 5:2, 
oder: 

Aj^ Bj : B| (7j : C^ A^ ^^ A^ B^ • B^ C^ * ^t ^it 

und nach Satz 2 a daselbst muss auch wieder: 

JjBJI^Bp B,C,!lBi(7„ C^A^WC.A,, 
also: 

<^ «1 = «8» ^ßi — ßv <^ n = yr 
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Aufgabe 29. Man soll die Unterscbiede 
der Figoren 47 und 48 in Rücksicht der 
gleich- oder ungleichwendigen Aehnlichkeit 
beobachten. 



Erkl. 269« Man hat wohl auseinander zu 
halten die beiden Unterscheidungen der gleich- 
wendi|^en oder ungleichwendigen Aehn- 
lichkeit ganzer Dreiecke oder der gleich- 
laufenden oder ungleichlaufenden Par- 
allelität einzelner Strecken. Denn der 
Unterschied der Figuren 47 und 48 besteht nur 
in letzterem, während beidemale die Dreiecke 
ABC gleichwendig ähnlich sind. Und dieser 
in Figur 47 und 48 vorhandene Unterschied 
lie^ eben darin, ob die entsprechenden Figuren- 
teile im gleichen Winkel oder im Winkel 
nnd Scheitelwinkel am Aehnlichkeitspunkte 
gelegen sind. 

Erkl. 270. Wird A,B, in Figur 47 und 48 
von links nach rechts durchlaufen, so wird 
A^B^ in Figur 47 ebenfalls von links nach 
rechts, in Figur 48 dagegen von rechts nach 
links durchlaufen. Dann folgt im Punkte B^ 
jedesmal Drehung um den •<^j9 im positiven 
Sinne, also gegen den Uhrzeiger. Sodann 
wird wieder £,C, in Figur 47 gleich B^C^, 
in Figur 48 entgegen B.C, durchlaufen und 
sodann wieder jedesmal <^y im positiven 
Drehungssinne, fintsprechend liegt auch Punkt 
i>, in Figur 47 rechts von der Mitte von A^B^ 
in Fig. 48 links von der Mitte von A^B^, näm- 
lich jedesmal näher an B^ als an Af, 



Auflöfung. Die Aehnlichkeit der Drei- 
ecke JiB^C^ und A^B^C^ in Figur 47 
nnd 48 ist jedesmal gleichwendige. 
Ueberhaupt liefert die in voriger Aufgabe 
zu Grunde gelegte Definition der Aehnlich- 
keit (wenn man nicht ausdrücklich die üm- 
klappnng der Figuren hinzonimmt) nur die 
gleichlaufende Aehnlichkeit. Sind dabei die 
Strecken ^1 ^4,, B^B^, C^C^ durch S äusser- 
lich geteilt wie in Figur 47, so sind auch 
die entsprechenden Strecken gleichlaufend 
parallel, indem die entsprechenden Punkte 
beider Figuren auf gleicher Seite von S 
liegen — sind aber die Strecken A^A^, 
B^B^, C^C^ durch S innerlich geteilt wie 
in Figur 48, so sind die entsprechenden 
Strecken ungleichlaufend parallel, in- 
dem die entsprechenden Punkte beider 
Figuren auf ungleicher Seite von S liegen. 
Ungleichwendige Aehnlichkeit kann 
man sowohl in [Figur 47 als 48 dadurch 
erhalten, dass man je eines der beiden 
Dreiecke umklappt Dann gibt es aber 
(soviel man auch die Figur drehen mag) 
keinen Punkt S mehr, für welchen die 
Verbindungslinien entsprechender Punkte den 
gemeinsamen Schnittpunkt haben. 



Angabe SO. Man soll Beispiele für 
die gleichwendige und die ungleichwendige 
Aehnlichkeit anführen. 

Figur 49. 




Auflösung. Ein naheliegendes Beispiel 
für beide Fälle liefert das rechtwiukÜge 
Dreieck und seine durch die Höhe bestimmten 
TeUdreiecke. Während beün Umlauf ABC 
die Winkel mit positiver Drehung umlaufen 
werden, geschieht dies beim Dreieck ACD 
in entgegengesetzter BichtUDg. Es sind also 
ABC «s» ACD und ABC «v» CBD un- 
gleichwendig ähnliche Paare, 
ACD ^ CBD dagegen ein gleichwen- 
dig ähnliches Paar. 



Erkl. 27L Nimmt man Dreieck A CD für 
sich von der Figur des Dreiecks ABC weg, so 
kann nie ein Punkt 8 für diese Dreiecke ge- 
funden werden, ohne dass man eines der Drei- 
ecke umklappt. Nimmt man dagegen die Drei- 
ecke ACD und CBD auseinander und dreht 
das eine der beiden um 90o, so dass etwa ihre 
Hypotenusen parallel werden, so hat man un- 
mittelbar die perspektivische Lage: entweder 
nach Figur 47 oder nach Figur 48, je nachdem 
die Drehung um 90o in positivem oder nega- 
tivem Umdrehungssinne ausgeführt wurde. 
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b) Ungelfiste Aufgaben. 

Aufgabe 31. Man 80II den zweiten Satz 
in Erkl. 38 unmittelbar beweisen. Andeutung. Die Anflösong dieser Auf- 

gabe ist antJog der Auflösung der Auf- 
gabe 16. 



Aufgabe 32. Aufgabe 17 soll für einen 
ausserhalb des Dreiecks liegenden Punkt P Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
gelöst werden. gäbe ist ansdog der Auflösung der Auf- 
gabe 17. 



Aufgabe 33. Zu einem gegebenen Dreieck 
ein ähiüiches zu konstruieren, dessen um- Andeutung. Die Auflösung dieser Anf- 
fang gegeben ist. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 18. 

Aufgabe 34. Man soll die Proportio- 
nalität der Radien der um-, In- und Ankreise Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
ähnlicher Dreiecke beweisen. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 19. 



Aufgabe 36. Man soll Figur 43 für 
andere Winkelgrössen herstellen und unter- Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
suchen, gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 20. 



Aufgabe 36. Die Proportionalität der 
Umfange der Teildreiecke in Figur 43 zu Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
beweisen, gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 20. 



Aufgabe 37. Man soll Aehnlichkeits- 
bedingungen anderer Art, als in den vier Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
Aehnlichkeitssätzen aufstellen. gäbe ist ansdog der Auflösung der Auf- 

gabe 21. 



Aufgabe 38. Ein Dreieck zu konstruieren 
aus <^ a, m:c und einer beliebigen Höhe. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 23. 



Aufgabe 39. Wie ändert sich Fläche 
(Länge) bei Aenderung der Länge (Fläche) Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

. TT T^«i^ . 1 ^1 ft 1 gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

im Verhältms -3, 1^, 2y u. s. w. |^^^ 24. 

Aufgabe 40. Zu Aufgabe 25 sollen 
weitere Beispiele aufgestellt werden. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist ansdog der Auflösung der Auf- 
gabe 25« 
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AufJB^abe 4L Za Erkl. 263 ebenfalls 
weitere Beispiele aufzustellen. Andentnng. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist anidog der Auflösung der Auf- 
gabe 26 und Erkl. 263. 



Aufgabe 4S. Wo fand sich früher Aehn- 
lichkeit von Dreiecken infolge gleicher Winkel Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
oder Selten. gäbe ist anidog der Auflösung der Auf- 
gabe 27. 



Auijgabe 43. Dieselbe Aufgabe für par- 
allele oder senkrechte Seiten. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 27. 



Anfigab6 44. Wieviele Paare ähnlicher 
Dreiecke gibt es in Figur 46. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 27. 



Aufjgabe 45. Man soll die übrigen drei 
Aehnlichkeitssfttze beweisen wie in Auf- Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
gabe 28. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 28. 



Aufgabe 46. Wo fanden sich Beispiele 
gleich- und ungleichwendig ähnlicher Drei- Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
ecke? gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 29 und 30. 



■ > » 'hWr i "^ ' 



3) Aufgraben über die Anwendungr der Aehnlichkeit auf 

die besonderen Dreiecke. 

(Zu Abschnitt 8.) 

a) Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 47. Man soll unter Benützung 
der Antwort der Frage 26 ein Quadrat von 

Seite c in ein Kechteck verwandeln, von dem . «« ,r v j. /^ ^ ^ 

eine Seite a gegeben ist. . Auflösung. Man nebme die Quadrat- 

Seite c als Basis und die Rechtecksseite a 

Figur 50. (-^ "2 ^ ) *^^ Schenkel im gleichschenkligen 

Dreieck (siehe Figur 50) und trage den 
Scheitelwinkel C dieses Dreiecks in einer 
der Basisecken B von der Grundseile an. 
Dann wiid durch diesen neuen Winkelschenkel 
auf dem gegenüberliegenden Schenkel des 
gleichschenkligen Dreiecks eine Strecke AD 
abgeschnitten, welche gleich der gesuchten 
zweiten Seite des verlangten Eechtecks ist. 
Denn wegen gleicher Winkel werden ABC 
c^DAB, also AB:BC= DA:AB oder 
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Erkl. 272. Statt den Winkel C in ^ an- IS" ^BC DA, bIbo ist AD ^d die üechir 
zutragen, konnte man auch den Winkel B in ocksaeite für welche c^ — a^d 
C antragen. So entsteht Dreieck ^CJS^cxj 5^ C, «c^sb«"^, lur weicne c --^a-a. 

ACiCE — BAiAC, AC^ = ^fB'CEloäei 
a^ z= ce» Dabei ist aber a Schenkel und e 
Basis des Dreiecks. 



Aufgabe 48. Nach derselben Methode 

umgekehrt ein Rechteck a-d in ein Quadrat . ^ ,r , , « . 

c2 zu verwandeln. Auflösung. Man lege die Seiten des 

Quadrats aufeinander, errichtet auf der kleinen 

« 1-1 apo o^ XX r j 11- o .. die Mittelsenkrechte und suche auf derselben 

Erkl. 273. Statt auf der kleineren Seite j^„ t>„«i,* r> ^^^^„ ai>«*««^ ,r^« /^ «.i«.-«i, 

d = AD (siehe Figur 50, I) die Senkrechte zu ^f^ ^'^^^^ ^' ^,f «^ ^^«^^'^i^^^'^. ^ ^^^^f 

errichten, kann man dies auch auf der grossem ^^ = « '^J; >^^nn ist ABC em gleich. 

Seite d = AD in Figtir 50, II thun. Dann schenkliges Dreieck, ebenso aber auch ^^D 

ist auf dieser Senkrechten der Punkt B zu wegen der Mittelsenkrechten, folglich <): C^jB 

«neben» dessen Abstand von Cgieich AC = a einerseits gleich CBA, andererseits gleich 

ist. Wieder wird (siehe Figur 50, II) ^ CAB ADC. Demnach A ABC «v» DAB, also 

= Cfi^ und = C/>^, also A^^C^s./)^^, AB:BC = DA:AB,AB^=^BC'DAoä^T 



Aufjgabe 49. Welche merkwürdige Be- 
ziehung besteht zwischen den Grössen a, c, 

d,e m Figur 50, I. Auflösung. Die Teildreiecke BDC und 

CBE in Figur 50, I und II haben gleich- 
grosse Winkel. Denn wegen der Anti- 
Erkl. 274. Das Eigentümliche der neben- parallelen ist <i DCB = BEC, und <^ CDB 
stehenden Beziehung liegt darin, dass a2 + c2 =^EBC und ausserdem auch als innerer 
die Summe zweier Quadrate ist und gleich wird WA«haAlwinbpl. 
der Summe zweier Rechtecke ad + ce, deren ^««"»e^winKei. 
jedes eine der Quadratseiten beibehält. IJm <^ CBD = ECB. 

1 j -^ • . • j j > o ^ Folglich ist: 

was also d^a ist, wird a'd^a^, und um '^ CBD css ECB 

ebensoviel war also auch umgekehrt ce ^ c\ ' ^^ . bD: DC =. EC:CB: BE 

also e<:c. Und obendrein ist ja auch nach ^"®^* , ^ , v 

P^ a\c'.{a — d) =, e\a'.\e — c). 

Vorherigem a* = e*e und c« = a-rf. -^ i? i^ . i 

^ Daraus folgt einzeln: 

c'.{a — d) z=z a\{e — c) 
Erkl. 275. Die Aufstellung der ei'stem Be- oder : 
Ziehung a\{a — d) z=z e : {e — c) führt zu der * cie^c) =z aia — d) 

selbstverständlichen Beziehung der Parallel- __ g — 2 «_ d 

strecken c und e, dass c'.e = d:a, ee c — a aa, 

(j2_|_(;2 :~ O'd -{- C'B 



Aufgabe 60. Inwiefern stellt sich Fig. 8 
als besonderer Fall der Figur 50 dar ? Anflösnng. Sind a und y in Figur 50 die 

Winkel bei A und (7, so ist in Figur 50 I: 

Erkl. 276. Auch die Proportionen zwischen "^ — 2 » 

den Strecken a, c, d, e gehen für die Figur 8 Sy B 

in die beim Zehneck bestehenden Beziehungen ^CBD = a — y =. 90 ~- = — -(60 — y) 

über: denn c« = a.d, (wobei c = JB = i?Z> ^ ^ » 

= Da=^(7— JZ)) gibt unmittelbar: ^°^ 

c« = a (a — c), d. h. die Beziehung des gol- <^ CDB = 180 — «^«+^ = 90-}--^. 

denen Schnittes. Ebenso wird identisch: x -d» tt . 

a2 + c2=:ad + ce, wenn diese Einsetzung 1" ^^ff^^^ 50, II ist: 
stattfindet. <^ CBD = ISO — Ba, 
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dann: 

^äBD = 180 — 2a, 

also bleibt nach Abzng von ABC: 
180 — 3a = 180 — 3 ^90 - ^^ = 4^ — 90 



~3a = 180-3(90 ~|-) = -^>^- 



Q 

;:^ _L Cy QQ) 

Erkl. 277. Aus nebenstebenden Formeln 2 '^ ^ 

far die Winkel des Dreiecks BCD geht auch und ^r»nn-. — on ^ 

wieder hervor, dass y = 60® einen Ausnahme- <JC;x>il — a — »o — ~. 

fall bildet, indem dann das Dreieck ganz ver- t^» ru. • i i-fm> « ^-^j :« w««..,^ o 

schwindet. Die Antiparallele fäUt mit der Seite P'^ses Dreieck CDB nun wird in Figur 8 

BC zusammen: y < 60 lässt Figur I, y > 60 f^^B Zehneck gleichschenklig, indem dann: 

Figur II entstehen. <^BCD = DBC, 

also: 

y = |(60->), 
2y = 180 — 3y, 



Auflgabe 6L Man soll den Einfluss der 
Bezeiclmung „gleichschenklig" auf die Aehn- 
lichkeit der Dreiecke einzehi darlegen. AuflSsnng. 1) Die zur Aehnlichkeit in be- 
liebiger Zusammenfassung zu irgend zweien 
erforderlichen Elemente sind die, dass ent- 
weder: 

a) ein Winkel des einen Dreiecks, oder: 

b) ein Seitenverhältnis innerhalb des einen 

V VI a^Q rw-^ \.^ «*«u A^ A ft4k « Dreiecks denselben Wert habe, wie ein 

Erkh 278. Die nebenstehende Ausführung ^jrr . ,,^1 ^^„ ««^^^« Ti..^;-»«ta ^a^J ai*» Q^stn« 

liefert eine Begründung dafür, dass zur Namen: ^^^fj .^«^ ^^^^^^ Dreiecks oder ein beiten- 

gebung eines Dreiecks mit zwei gleichen Win- Verhältnis des andern Dreiecks, 
kein nicht etwa die Namen gleichwinklig oder 2) Mit der Bezeichnung „gleichschenklig*' 

gleichgeneigt zu allgemeinem Gebrauch gelangt igt nun die Gleichheit zweier Winkel im 

sind, sondern der Name gleichschenklig, gleichen Dreieck angegeben, nicht aber 

Denn die Beziehung der gleichen Seitenlängen ^j^ Gleichheit eines Winkels des einen 

e^st^e^dÄÄ Ä^l.^"^"^^^^^ ^T^^?."^i^ t'T i^^°^^/ '" ^fT 

* ^ Daher ist durch die Bezeichnung „gleich- 

schenklig^ nicht das erste, sondern das 
zweite der oben genannten Elemente ge- 
liefert; sowie nämlich ein Dreieck gleich- 
schenklig ist, 80 ist das Verhältnis der 
Schenkel im einen Dreieck etwa a : a = 1, 
Erkl. 279. In der Festsetzung der Seiten- im andern a' :a* = 1, also jedesmal gleich - 
gleichheit liegt allerdings auch eine gewisse ^fQgg crleich 1. 

Bindung der Winkelbeziehungen, aber erst in ^. ^ . * ,, 1. i. _x j- t» • i. 
«wcitefLinie. Sobald a =?und a' = 6' he- 3) Andererseits liefert die Bezeiohnung 
kannt ist, weiss man, dass a : & = 1 und a' : h' eines Dreiecks als ,, gleichschenklig" eine Rück- 
= 1, also a:ft-= a':b% ganz ohne dass etwa föhrung der Winkelgrössen auf einen ein- 
a =z a' oder 5 = 5' sein müste. Dagegen: zigen unabhängigen Winkel. Nicht 
y = 2 (90 — a) und y' = 2 (90 — «') die e r s t e Winkelgrösse ist festgelegt, wohl 

bildet «war auch eine analoge Festlegung, liefert aber die Beziehung der anderen Winkel zum 
aber keine besondere Folge weder für y:y' ersten. Denn zu gegebenem a gehört bloss 
noch y — y*j sondern nur dann, wenn auch etwa y =. 180^ — 2 a oder zu gegebenem y bloss 
y = y\ Daraus allerdings folgt auch a =^ a* «y„,, .., 

und umgekehrt. a = 90® — -|-. Und ebenso in jedem zweiten 

gleichschenkligen Dreieck zu a' nur y* = 180 
— 2 a' bezw. zu y' bloss «' = 90 ^. 
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Aafgabe Q2. Dieselbe üeberlegiing: für 
das rechtwinklige Dreieck darchzulühren. Auflösung. 1) Mit der Benennung ^recht- 

winklig^ ist die wirkliche Grösse eines 

Erkl. 280. Man liest oft den Namen „py- Winkels / bestimmt und dadurch das zweite 

thagoreische Dreiecke" für solche , in welchen der oben angegebenen Elemente für die Aehn- 

c2 = a2 + 62. Aus nebenstehendem geht aber üchkeit festgelegt, nämlich y = / = 90^ 
hervor, dass m allen Rücksichten der Aehnlich- 

keit die Bezeichnung als „rechtwinklig«' das 2) Andererseits liefert die Bezeichnung 

wesentlichere Moment enthält , während die eines Dreiecks als rechtwinklig eine Bückfnh- 

Längenbeziehung eine untergeordnete bleibt. rung der Seitenverhältnisse auf ein einziges, 

^ «.1 »»< T ^ r. X . j r» ,_x unabhängiges Verhältnis. Nicht der 

EfW.?»!. In der Festsetzung der Recht- ^ ^ Verhältniswert ist festgelegt, wohl 

wmkligkeit hegt allerdmgs auch eine gewisse . j. t> • v j ««j!^^ tt^-i^xu 

Bindung der leitenverhiütnisse, aber erst in ^^^^ ^'^ Beziehung der anderen Verhält- 

zweiter Linie. Sobald y = 90 und y' = 90, ^»sse zum ersten. Denn zu gegebenem Ver- 

ist eben y ~ y\ Aber: hältnis a:h gehört bloss: 

c = y^^njTp nnd c* = \/a*^+^ a:c=: a: j/o^+T« 

ist zwar eine analoge Festlegung, liefert aber oder zu gegebenem a:c bloss: 
keine besondere Folge etwa für c : c% sondern a • ft = a • -i/^mr^ 

nur dann , wenn etwa aib =: a* : h\ Dann a . o — . y 

allerdings folgt sofort auch: Und ebenso in jedem zweiten rechtwinkligen 

/ t i ,/ ,9 . t.,9 -/- ; , ,» ^ Dreieck zu a' \h* nur: 

und allgemein : «' • c' = »' : V«'* + ^^^ 

= yc'^ — 6« : & : c = a' : 6' : c' ^ 

z=za':c* : Vä^^ + h'^ = a : l/c'» — o'^: e' 



Aufgabe 53. Welche Betrachtung all- 
gemeiner Natur ergibt sich ans den beiden *«.. a^v-j • a^ 
vorigen Aufffaben? Auflosung. Aus den beiden vorigen Auf- 

^ ^ gaben ergibt sich, dass nicht Winkel und 

^ . r ^ Seiten die gleichwertigen Bestimmungsstacke 

Erkl. 282, Im weitem \erfolg neben- eines Dreiecks sind, sondern Winkel und 

tK'^yc.f'iÄLÄ^ TJ'crJ!^ Seitenverhältnisse. Denn zwischen 
Schluss, dass üoernaupt nicht die Cirosse,,, ^ .. i.^ix m * i • 

sondern vielmehr die Gestalt eines Dreiecks diesen Grössen besteht vollkommneAnalo^^ 
das Wesentlichste zu dessen Beurteilung ist. ^^^ drei Winkel «,/?,/: durch die Be- 

Damit stimmt überein, dass nach Bestimmung Ziehung a + ß + y = 180^ derartig ver- 

der Gestalt (durch zwei der Elemente Winkel knüpft, dass von den drei Winkeln nur 

oder Seitenverhältnis) bloss noch eine einzige zwei unabhängig sind. 
Längengrösse zur Festlegung der Grösse nötig Die drei Seitenverhältnisse: 
ist. Dagegen wären nach Bestimmung des , 

Flächeninhaltes noch mindestens zwei Angaben ^, -L^ JL 

nötig, um auch die Gestalt festzulegen. ^ c^ a 

durch die Beziehung: 
Erkl. 288. Auch die Kongmenzbetrach- a b e 

tungen bilden keinen Widerspruch, son<Jern -=- • — • — = 1. 

vielmehr eine Bestätigung des vorigen. Denn o c a 

während die Aehnlichkeitsbedin^ungen genau derartig verknüpft, dass von den drei Ver- 

symmetrisch sind in Seitenverhältnissen und hältnissen nur zwei unabhängig sind. Und 

Winkeln, bleibt bei den Kongruenzbedingungen z^p Herbeiführung der Aehnlichkeit bedarf 

ox^ i?-""*!!".^' dass Gleichheit 1) dreier Seiten, eg ^^^ Gleichheit - entweder: 
9) zweier Seiten und eines Winkels, 3) einer 

Seite und zweier Winkel — nicht aber 4) der 1) zweier Winkelpaare, oder 
drei Winkel als Bedingung erscheinen kann. 2) eines Winkelpaares und eines Paares 

Seitenverhältnisse, oder 

3) zweier Paare von Seitenverhältnissen. 
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Aufgabe 64. Man soll unter Benutzung 
der ersten Antwort der Frage 30 ein Qua- 
drat ?on Seite a in ein Rechteck yerwandeln, 
von dem eine Seite b gegeben ist 



Erkl» 284« Die gegebene Rechteckseite 
kann die grössere oder kleinere sein: beide 
Fälle werden im nebenstehenden gleichmSssig 
angegeben. Tu Figur 61 ist der entere ge- 
geben durch Konstruktion von d aus a' == b-(2, 
der letztere durch Konstruktion von e aus 
^2 = e*a. 



AuflSsung. Man zeichne aus Quadrat- 
seite a und Rechteckseite h als Katheten 
ein rechtwinkliges Dreieck, und trage den 
an der letztern Kathete (der Rechteokseite) 
entstehenden spitzen Winkel an der erstem 
Kathete (der Quadratseite) an. Dadurch wird 
auf der von der gegebenen Rechteckseite ge- 
bildeten Kathete eine Strecke abgeschnitten, 
welche gleich der verlangten zweiten Recht- 
eckseite ist. 



Erkh 285. Die Konstruktion der mittlem 
Proportionale a zu 6 und d (wie in Angabe 48 
mittels des gleichschenkligen Dreiecks möglich 
gewesen) ist unter Benützung vorliegender 
Figur nicht zu bewerkstelligen. Deun man 
kann nicht ohne Anwendung weiterer Hilfs- 
mittel auf dem Schenkel CE denjenigen Punkt 
B finden, für welchen die Verbindungslinien DB 
und BA die gleichgrossen Winkel DBC und 
BAC liefern. 




Aufjgabe 65. Dieselbe Aufgabe mittels 
der zweiten Antwort der Frage 30 zu lösen. 



Figur 52. 




Auflösung. 1) Man zeichne aus Quadrat- 
seite a als Hypotenuse und Rechteckseite p 
als Kathete ein rechtwinkliges Dreieck BCD 
(siehe Figur 52) und ziehe6_La, so erhält 
man: a^ 

P 

2) Man zeichne aus Quadratseite a als 
Kathete und Rechteckseite c als Hypotenuse 
ein rechtwiukliges Dreieck ABC und fälle 
die Höhe A, so erhält man: 

BC =: p =z — . 

c 

3) Man zeichne aus Quadratseite h und 
Rechteckseite p als Kathete ein rechtwink- 
liges Dreieck BCD und zeichne 6_La, so 
erhält man: 

AC =z q = . 

P 

4) Man zeichne aus Quadratseite a und 
Rechteckseite b als Kathete ein rechtwink- 
liges Dreieck ^^C, und errichte im Endpunkt 
der Quadratseite die Senkrechte auf der Hy« 
potenuse, dann erhält man auf der andern 
Kathete die Strecke: 

CE=r—h = -^ 
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ErkL 280. Von den nebenstehenden Anf- 
lösnngsarten dieser Aufgabe sind die drei ersten 
bereits von früher her bekannt, hier aber der 
Uebersicht wegen mit den anderen Ensammen- 
gestellt. 

In den Auflösungen 1), 5), 6) muss immer 
die Quadratseite grösser sein als die gegebene 
Rechteckseite, in Auflösung 2) muss die 
Quadratseite kleiner sein als die gegebene 
Rechteckseite, in den beiden anderen, 3) und 4) 
bleibt es ausser Rücksicht, welche Grössen- 
beziehung besteht, da diese beiden Lösungen 
für beiderlei Fälle anwendbar sind. 

Die Lösungen 1) und 2) sind zusammen- 
gehörige Beispiele derselben Auflösung für die 
beiden Fälle, dass die Quadratseite grösser oder 
kleiner ist als die Rechteckseite. 

Erkl. 287. Die Formeln zu den neben- 
stehenden Auflösungen sind die in Antwort der 
Frage 31 aufgestellten, und zwar zur ersten 
und zweiten Lösung Formel: 

1) a2 = C'p oder auch 2) d* = c« j; 

zur dritten Lösung Formel: 

3) hi=p*q; 

zur vierten, fünften, sechsten die Formeln 4), 
5), 7). 

Eine Konstraktion auf Grund einer andern 
Formel fällt je mit einer der bisherigen zusammen, 
z. B. die nach Formel 6) mit der ersten oder 
zweiten Lösung, indem h Quadratseite und ent- 
weder r oder r — h Rechteckseiten sind. 



oder die Strecke: 



CE' =: r' = 



62 



5) Man zeichne aus Qaadratseite c als 
Hypotenuse und Bechteckseite b als Kathete 
das rechtwinklige Dreieck ABC und errichte 
im Endpunkt der andern Kathete die Senk- 
rechte auf die Hypotenuse; dann erhält man 
auf der ersten Kathete das Stück: 



CA 



='=i( 



bezw. BE 



■ = ''+' = t) 



6) Man zeichne aus Quadrataeite a als 
Hypotenuse und Rechteckseite h als Katbete 
ein rechtwinkliges Dreieck BCD, ziehe durch 
B die Parallele zu h und in C die Senk- 
rechte auf a; dann erhält man: 

BE=kz=^. 



Aufgabe 66. Das Verhältnis zweier 
Quadrate als Verhältnis zweier Strecken dar- 
zustellen ? 



Erkl« 288. Die beiden nebenstehenden Lö- 
sungen entsprechen den beiden Formeln a^ = p- e 
in Antwort der Frage 31 und a^ = h'k in 
Erkl. 79. 

Der früher bekannte Weg zur Lösung dieser 
Angabe war der, jedes Quadrat in ein Recht- 
eck zu verwandeln mit einer gleichgrossen Seite. 

Auch konnte man a und b als senkrechte 
Halbsehnen desselben Kreises zeichnen und die 
zugehörige Sehne suchen. 



Auflösung. 1) Man zeichne aus den bei- 
den Quadratseiten als Katbeten das recht- 
winklige Dreieck ABC und ^Ule die Höhe 
h, dann sind p und q zwei Strecken, die 
sich verhalten wie a^:b\ dann: 

a2 = c-py 
b* = cg, 
folglich: 

a^:b^ = p: q. 

2) Man zeichne in demselben rechtwink- 
ligen Dreieck ABC, dessen Katheten die 
Quadratseiten sind, die Parallelen k und k* 
durch A und B. Dann ist: 

«2 = h'k, 
62 = h'k\ 
also: 

a« : 62 = Ar : k\ 



Aufgabe 67. Man soll aus einer durch 
eine Strecke dargestellten Grösse die Quadrat- Auflösung. Man macht p = z, ö = 1. 
Wurzel konstruieren. Dann erhält man durch den Halbkreis über 

c die Höhe /t, für welche: 

ErkL 2S0« Sowie Masse auftreten, muss h^ = p-q z= z 

auch irgend eine Strecke als Längeneinheit auf- also : \_ * 

gestellt sein, und hier angewandt werden. h = V'^« • 
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Angabe 58. Man soll die Ueberlegongen 
der Aufgaben 51 nnd 52 aach for das 
gleichschenklig rechtwinklige und 
lüT das gleichseitige Dreieck darch- 
führen. 



Erkl« 290« Je nachdem man beim gleich- 
schenklig rechtwinkligen Dreieck sich eine 
Gruppe seiner Eigenschaften zunächst in Er- 
innerung bringt, erhält man Aehnlichkeit nach 
einem der vier Sätze, nämlich nach dem I., wenn 
man an das feststehende Seitenverhältnis: 

1:2: l/2" 

denkt; nach dem II, wenn man bedenkt, dass 
der rechte Winkel von gleichgrossen Schenkeln 
eingeschlossen wird; nach dem IIL durch das 

Verhältnis 1: \/2 Ewischen einer Kathete nnd 
der stets einem rechten Winkel gegenüberliegen- 
den Hypotenuse, und nach dem IV. durch die 
feststehenden Werte der Winkel 45, 45, 9(M*. 

Erkl« 291« Beim gleichseitigen Dreieck ent- 
steht die Aebnüchkeit nach dem II. Aehnlich- 
keitssatze, wenn zunächst ins Auge gefasst wird, 
dass die die drei feststehenden Winkel von 60^ 
eiDschliessenden Schenkel gleiche Länge haben. 
Der III. Satz tritt nicht in Wirksamkeit, da bei 
Gleichheit aller drei Seiten an eine „grössere^ 
eigentlich nicht gedacht werden kann. 



Anfldsang. 1) Die Bezeichnung eines 
Dreiecks als gleichschenklig recht- 
winklig enthält je eines der beiderlei Ele- 
mente der Aehnlichkeit, nämlich der erstere 
Teil die Bestimmung eines Seitenverhält- 
nisses, der zweite die Bestimmung eines 
Winkels. Der Wert dieser beiden Ele- 
mente ist in sämtlichen gleichschenklig recht- 
winkligen Dreiecken derselbe, nämlich ersterer 
= 1, letzterer = 90; also sind alle Drei- 
ecke dieser Art ähnlich. 

2) Die Bezeichnung eines Dreiecks als 
gleichseitig lässt sich doppelt auffassen. 
Wörtlich genommen enthält sie die Bestim- 
mung zweier Seitenverhältnisse, nämlich: 

a:6 = l:l, a:c=:;l:l. 

Und da diese beiden Verhältnisse in allen 
gleichseitigen Dreiecken denselben Wert 
haben, so sind diese alle ähnlich (nach dem 
I. Aehnlichkeitssatz). — Denkt man aber bei 
der Bezeichnung als gleichseitig zunächst an 
die daraus folgende Gleichheit der drei 
Winkel, so erhät man die Bestimmung der 
drei Winkelgrössen von 60^ als gemein- 
same Eigenschaft aller gleichseitigen Drei- 
ecke, und damit Aehnlichkeit nach dem 
IV. Aehnlichkeitssatz. 



Aufgabe 59. Man nehme die Seite a eines 
gegebenen Quadrats 

1) als Kathete, 

2) als Hypotenuse eines gleichschenklig 
rechtwinkligen Dreiecks, 

3) als Seite, 

4) als Höhe eines gleichseitigen Dreiecks. 

Welche Grösse erhalten die Quadrate, als 
deren Seite gewählt wird: 

1) die Hypotenuse, 

2) die Kathete, 

3) die Höhe, 

4) die Seite der neuen Dreiecke? 

Erkl. 292. Im ersten und zweiten Falle 
kann statt x oder y auch gesetzt werden die 
ganze oder halbe Diagonale des Quadrats a^. 
Denn da: 

«« = a2 + aa = 2a2, 
so ist: 

ez= a \/2i 
Y = Y V^ nnd e^ = 2a2, 



Aaflösnng. Bezeichnet man je die neu- 
entstehende Strecke als x^ y, u^ t', so ist: 

a:a:=l:\/2^ a:y=\/2':l. 



xz=ia \/2, 
aj« = 2-a«, 



y = —7= 



vr 



ifi = — a*. 

2 ' 



a:u = l:-iv/8, a :i^ = i- ^3 : 1, 



U = |V^3, 



«2 = — a2, 
4 



2a 

1/3 ' 

4 
»« = — a2. 
3 



Also sind die neu entstehenden Quadrate 
1) zweimal so gross, 2) zweimal so klein, 
3) um ein Viertel kleiner, 4) um ein Drittel 
grösser als das gegebene. 
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b) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 60. Die Determination der 
EinzellUlle von Anfgabe 47 aufzustellen. Andeutung. Die Auflösong dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 47. 



Aufgabe 61. Ein Recbteck c-e in ein 
Quadrat a^ zu verwandeln. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist an^og der Auflösung der Anf- 
gabe 48. 



Aufjgabe 62. Auf einfachste Weise zwei 
Secbtecke herzustellen, deren eines ebenso- 
viel grösser, wie das andere kleiner ist als Andeutung. Die Auflösung dies» Auf- 
zwei gegebene Quadrate a« und c\ g^be ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 49. 

Aufgabe 63. Wie hängt die Winkel- 
grosse im gleichschenkligen Dreieck von der Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
Grösse der Seiten ab. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 51. 

Aufgabe 64. Zahlenbeispiele fßr die 
Seitenverhältnisse im rechtwinkligen Dreieck Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
aufzustellen, gäbe ist andog der Auflösung der Auf- 
gabe 52. 



Aufgabe 65. Die ähnlichen Dreiecke der 
Figur 52 in Rücksicht der Aufgaben 29, 30 Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
und 46 zu vergleichen. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gaben 30 und 55. 

Aufgabe 66. Für die Figur 52 ganz- 
zahlige Streckenlängen aufzusuchen. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
gabe ist ansdog der Auflösung der Auf- 
gabe 55. 



Aufgabe 67. An vorigem Zahlenbeispiel 
die Gleichungen der Erkl. 80 zu bestätigen. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gaben 65, 66 und Erkl. 80. 



Aufgabe 68. Für ein gegebenes Quadrat 
eine Reihe inhaltsgleicher Rechtecke her- Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
zustellen, gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gaben 54 und 55. 



Aufgabe 69. Das Verhältnis zweier 
Strecken als Verhältnis zweier Quadratflächen Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
darzustellen, gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 56. 



Aufgaben über die Anwendung der Aehnlichkeit auf das Viereck etc. m 

Aolsabe 70. Eine Strecke m mit ^ Andeutiing. Die Auflösung dieser Aaf- 
za multiplizieren. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 56. 



Angabe 71. Eine Strecke m mit y — Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
gabe ist antdog 
gaben 56 und 69« 



20 multiplizieren. 8:*^« *8t analog der Auflösung der Auf- 



Aufigabe 72. Aufgabe 57 nach aaderer 
Methode zu lösen. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 57 und Antwort der Frage 81| 1) u. 2). 



Aufgabe 73. Ein Quadrat herzustellen 
von doppelter bezw. halber Grösse eines Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
gegebenen, gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 59. 



Aufgabe 74* Wie verhält sich ein gleich- 
seitiges Dreieck zu dem, welches seine Höhe Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
ais Seite hat? gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 59. 



4) Aufgraben über die Anwendung der Aehnlichkeit auf das 

Viereck, sowie das allgemeine Vieleck. 

(Zu Abschnitt 4 und 5.) 

a) GeJöate Aufgaben. 

Aufgabe 75. Ein Viereck zu kon- 
struieren, von welchem die vier Teilwinkel 
der einen Diagonale mit den anstossenden 

Seiten, sowie die Länge der zweiten Dia- Auflösung. Sind die gegebenen Stücke 

gonale gegeben ist a\ a*\ y* und /' sowie Diagonale /*, so kann 

man zunächst an beliebiger Strecke ^C die 

Erkl. 298. Die beiden Vierecke, um welche ™^i <^ «'> ^'^Z ^^^^^I^ "^^ ^^}f^l 

es sich im nebenstehenden handeli, sind das dadurch ein Viereck, welches dem gesuchten 

gesuchte und das vorläufig konstruierte. Be- ähnlich sein muss, wegen Gleichheit sämt- 

zeichnet man dieselben mit Zeigern 1 und 2, lieber Winkel zwischen der Diagonale e und 

80 ist zunächst: den Seiten. Denn es sind ähnlich die Paare 

^CÄB^ = CÄB^ und ACB^ = ACB^ der Teildreiecke ACE und ACD, wegen 

also auch: Gleichheit der Winkel. Infolge dessen sind 

Ar — ^ Ar An — ^ AH nn ^^ nn in denselben Teildreiecken auch proportional 

Ferner- i» » * die Seiten AB^ AD, sowie CJj, CD; also 

^,' n A T^ A r^ ™d auch ähnlich die Dreiecke ABD bezw. 

<f. CAV, _ OAD^, ACD, = ACD^, (jBD] folgüch auch gleichgross die Winkel 

also auch wieder: an der Diagonale f. Legt man daher die 

AC^ = xAC^j ADj^z=X'AD^, CD^ = X'CD^, beiden Vierecke aufeinander, so werden die 

Fasst man jetzt zusammen die Dreiecke Diagonalen f parallel. Daher hat man bloss 

BAD bezw. BCD, so ist: iQ dem vorläufig gefundenen Viereck ABCD 

AB^ = xAB^, AD^ = xAD^, <^ ^j = <^ ^„ die gegebene Strecke paraliel^D eingetragen 
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also: im Winkel A oder C, so erhält man das 

<): DAB^ 9S3 DAB^, <^ ABD^ = ABD^, gesuchte Viereck. 

daher BD^\\BD^, wenn aufeinander gelegt 
wird. 

Erkl. 294. Als Figur zur vorstehenden 
Aufgabe kann jedes beliebige Viereck mit der 
allgemein üblichen Bezeichnung, wie früher, 
verwandt werden. 



Aufgabe 76. Von einem Viereck seien 
gegeben drei Winkel, das Teilungsverhältnis Auflösung. Durch die Winkel a, A ; 
des vierten durch die Diagonale und der jgt der vierte 6 auch bestimmt. Soll der- 
Umfang. Dasselbe zu konstnueren. g^ibe durch die Diagonale f im Verhältnis 

min geteilt werden, so sind seine Teil winke! : 

• <f und ; ff. 



m-\-n m-j-n 

Dadurch sind auch die Teilwinkel von ^ 
Erkl. 295. Auch hier hat man sich zu hüten bestimmt, nämlich: 

vor zu geringer oder zu grosser Anzahl der 180—« ^ — J und 180 — y <f. 

Bestimmungsstücke. Wenn z. B. gegeben sind m-\-n m -[- " 

ein Winkel und die Teilwinkel eines benach- Demnach kann man vorläufig ein Viereck 
harten, so ist damit auch das Verhältnis der ABCD konstruieren, mit Winkeln und Teil- 
Diagonale zu den beiden anstossenden Seiten winkeln des gesuchten. Misst man dessen 
sowie das dieser Seiten bestimmt. Man muss Umfang u, vergleicht ihn mit dem gegebe- 
also bei der Auswahl von Bestimmungsstücken tt i- \ j t7 Ixi* • j;^«^ 

sehr darauf achten, dass man nicht eine Grösse °«^ Umfang so muss das Verhältnis x dieser 
festsetzt, die durch vorherige Stücke bereits be- Längen auch das Verhältnis x zwischen den 
stimmt ist. Das würde entweder zu unmög- Seiten des gesuchten und des vorläufig ge- 
liehen oder zu unbestimmten Aufgaben führen fnndenen Vierecks darstellen, 
(ersteres, wenn ein unrichtiger, letzteres, wenn Die Teilung eines Winkels nach gegebe- 
der richtige Wert des Stückes gegeben würde), nem Verhältnis geschieht entweder durch 

Rechnung (wenn nämlich der Winkel in 
Graden angegeben ist) oder durch Teilang 
eines vom Winkel begrenzten Kreisbogens 
um seinen Scheitel im verlangten Verhältnis. 



Aufgabe 77. Man soll die Aehnlichkeit 
regulärer Vielecke von gleicher Seiten- Auflösung. Im regelmässigen n-Eck ist 

zahl im einzelnen nachweisen. jeder Wiokel gleich: 

Erkl. 290. Man erkennt aus den vier ^n — ^ Rechte = 1800 — ^^ 

Aehnlichkeitssätzen. dass die Gleichheiten der ^ ** 

Seiten und Winkel im regulären Vieleck durch- und alle Seiten sind einander gleich; also 

aus nicht ganz unabhängig von einander be- sind alle vier Aehnlichkeitssätze erfüllt: Die 

stehen. Wenn vielmehr: Seiten im einzelnen Vieleck bUden alle die- 

1) n — 1 Seiten gleich und die n — 2 von selbe Proportion 1:1:1 • • •, oder zwischen 
ihnen eingeschlossenen Winkel gleich, oder beiden Vielecken: 

2) ti — 2 aneinander stossende Seiten gleich 
und alle Winkel gleich, oder 

3) alle n Seiten gleich und n — 3 aufein- 



a 



1 



— A. — iL 



«« ^ «« 

ander folgende wrukelgfeich" oder ^^^ ^^^ Winkel haben ohne Ausnahme gleiche 

4) n - 1 Seiten gleich und n - 2 aufein- Grösse , ob eingeschlossene oder gegenüber- 

ander folgenden Winkel gleich sind, hegende, getrennte oder aufeinander folgende, 

so müssen jedesmal die übriggebüebenen Seiten ^^^o kann man jede der vier Zusammen- 

bezw. Winkel auch gleich sein, also muss das Stellungen der Aehnüchkeitsbedingungen em- 

Vieleck bei Erfüllung jeder einzelnen dieser zeln aufnehmen und deren £rfnUnng nach- 

vier Bedingungsgruppen ein regelmässiges sein, weisen. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. t881. 



Der ansftthrliche Prospekt und das ansftthrliche Id- 

lialtsyerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlnng 
von Dt. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschDitten und gut brochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie ans dem Prospekt ersichtlioh, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten 

6). Das Werk enthält Alles, was sich tlberhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das Yoraügliohste Lehrbuch 
Bum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Faclileute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchbandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

InhaltsYerzeichniR 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjahrlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer lu Stuttgart. 






■s. 



I I 












^n . 



-/ ^' 



3 



la 




Ebene Elementar-Geometrie 

(Planimetrie). 7. Teil. 

ehnlichkeit der geradllnifien Figuren 
Yortp. Y. Heft 1388. — Seite 113—128 

Mit 9 FiguTon. 




Vollständig gelöste 

Aufgaben - Sammlung 

- nebst Anhäogen ungelöster Aufgaben, fär den Schul- & Selbstonterricht — 



mit 



Angabe nnd EntwlcUnng der benatzten Sitze, Formeln, Regeln in Fragen nnd Antworten 

erläutert durch 

viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 

aus allen Zweigen 

der Reclienkiinsty der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. »phäiischen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. hftheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
aus Allen Zweigen der Physik, Mechanik, Oraphostatik, Chemie, («eod&sip, Nautik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Mascbinen-, Strassen-, Elsenlmhn-, WasM<T-, 
Brficken- u. Hoehban's; der Koustriiktionsl ehren uls: darstell« Geometrie^ Polar- u. 

Parallel-PerspectiTO, Schattenkonstruktionen etc. etc. 

für 

Schüler, Stiidiereiulc, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreictien 

Studium zur Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolph Kleyer, 

Mathematiker, roroidetor kOnigl. prouss. Feldmesser, vereideter grosah. hesgiecher Geometor I. Klasse 

in Frankfurt a. H. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 

|^ WB^p|^M^BPWy^BHW P^^B»^JP ^^g^OM ^^BJSi ^^ &^BJ ^MS^SM ^BB-^mj fc^ii T^ M *»Mii.M—j ^^ ^ ^m^ ■ ■ g^ a ^^^..i*!» »^s.^^ ^^^^-^^ m ^^^m^i^^^ia ■— * *^^^~^ _ T ^ ' -' ^ -"^^^^^ *^^^^* ^^t v^^^ w^mJmmt^mm'^BM ^SS^ BJ IJ l^— J 

Ebene Elementar-Geometrie (Planimetrie). 

Siebenter Teil. 
Die Aehnlichkeit der geradlinigen Figuren. 

Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. Dr. J. f^aehs. 

Fortsetzung von Heft 1338. — Seite 11.3—128. Mit 9 Figuren. 

Inhalt: 

Gelöste Aufgaben über die Anwendung der Aeimlichkoit auf das Viereck, sowie das allgemeine Vii:leck. 



!«s?»a«»Tsag^?=3'=^;=a'==iJ=''g^i"c^cJL^ig?=>Et.^?rg«=nr°«=?^!£-^ 



.=;.^c^iqc=n»^aP^8^WiBg^ac:^ faac^?ai=r g 



Stuttgart 1894. 

Verlag von Julius Maier. 



Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch iede BuchhandJunq bezoqen werden. 



I^reisgekront in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem Äeiu ähnliches zur Seite steht, erscheint monathch in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 /^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Ge^amtgebicte der Mathemalik, Physili, 
Mechanik) math. Geographie^ Astronomie, det« Masehiiien-, Strassen-, Eisenbahn-, 
BrQcken- nnd Hochbanes, des konstrnktiTen Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollständig 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwlekelnng der 
benutzten S&tze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sicli in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
!;eln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Ayfgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltSTerzeich- 
uis, Uerichtignngen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch- naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und IL Ord», gleich- 
berechtigten höheren Bflrgerschulen, Privatschulen , Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techu. Yorbereitongsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Unirersitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Yorbereitungs- Anstalten alier Arten als z. B fttr das Einjährig-Frei-, 
willige- nnd Offlziers-Examen, etc. 

Die SchQler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese. Schritt fiir Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regelu, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liehe 
und Yerständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung /ur Auffrischung der erworbrnen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre prakti»;chen in allen Bernfs- 
zweigon vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yorwertungrn und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der ^'amen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasj^er, 
Dr. Kl«»v«^r- Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse Iti, entgegen und wird deren Erledigung 

'igt. 

Die Verlagshandlniig, 



Aufgaben über die Anwendnog der Aehnlichkeit auf das Viereck etc. 
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Aufgabe 78. Welche Aehnlichkeitsbe- 
dingUDgen ergeben sich fär solche Vierecke, 
welche einem Kreise ein-, oder um-, oder ein- 
und umgeschrieben sind. 



£rkl. 297. Der Radius des Umkreises, bezw. 
des In- oder Ankreises tritt selbstverständlich 
als gleichwertige Länge auf, wie eine Seite des 
Vierecks. Beim Kreisviereck ist nach voll- 
zogener Wahl der Winkelgrössen nur einer der 
beiden Radien willkürlich, da hiemach durch 
die Bedingungen der Fi^ur selbst die Verhältnis- 
grOsse der beiden Kreise bestimmt ist. Daher 
könnte nur dann das Verhältnis der beiden Ra- 
dien als Aehnlichkeitsbe dingung i^enommen wer- 
den, wie auch etwa das Verhältnis eines solchen 
Radius zu einer Seite, wenn diese Verbältnis- 
grösse an die Stelle eines Seitenverhältnisses 
einzutreten hätte. 



Srkl. 298. Tritt zur Erfüllnnpf der Aehn- 
lichkeitsbedingungen noch die Gleichheit einer 
Länge, z. B. eines Kreisradius, so wird aus der 
Aehnlichkeit die Kongruenz. Man kann also 
einem gegebenen Kreise nicht zweierlei ähn- 
liche Vierecke ein-, oder um-, bezw. anschreiben. 
Und umgekehrt müssten zwei Vierecke, welche 
demselben Kreise ein-, oder nm-, bezw. ange- 
schrieben wären, unbedingt auch kongruent sein, 
sowie ihre Aehnlichkeit nachgewiesen werden 
kann. Nur ihrer Lage nach könnten sie noch 
verschieden sein. Durch Drehung um den Kreis- 
mittelpunkt müssten dann aber bei Deckung 
eines einzigen entsprechenden Punktes (bei 
Deckung eines in beiden Vierecken entsprechen- 
den Radius) sofort die beiden Figuren voll- 
ständig zur Deckung gelangen. 



Erkl* 299. Die Kongruenzbedingungen für 
die nebenstehend behandelteu Vierecke findet 
man erörtert im IV. Teile dieses Lehrbuches, 
und zwar für Sehnenvierecke in Figur 80, 
Tangentenvierecke in Frage 87, Kreisvierecke 
in Frage 91; die entsprechenden Vielecke in 
Frage 95 daselbst. 



Auflösung. Sowie von zwei ähnlichen 
Vierecken das erste eine derartige Beziehung 
zu einem Kreise hat, muss auch das zweite 
mit derselben Beziehung einem Kreise zu- 
geordnet sein. Und die Radien beider Kreise 
stehen in gleicher Proportion, wie zwei ent- 
sprechende Längen beider Vierecke. Da nun 
beim Sehnen- und Tangentenviereck nur noch 
vier, beim Kreisviereck nur noch drei will- 
kürliche Bestimmungsstücke für die Kon- 
struktion bestehen, so erhält man die Aehn- 
licbkeitsbedingnngen dieser Figuren, indem 
man aus der Anzahl der Kongmenzbe- 
dingungen jeweils eine Längengrösse 
hinwegnimmt, bezw. zwei Längen durch ihr 
Verhältnis zu einander ersetzt. Dadurch 
erhält man: 

Satz. Sehnenvierecke sind ähnlich, 
wenn sie übereinstimmen: 

1) im Verhältnis der vier Seiten, 

2) im Verhältnis dreier Seiten und 
der Grösse eines Winkels, 

3) im Verhältnis zweier Seiten und 
der Grösse zweier (also aller vier) Winkel. 

Satz. Tangenten Vierecke sind ähn- 
lich, wenn sie übereinstimmen: 

1) im Verhältnis dreier (also aller vier) 
Seiten und einer Winkelgrösse, 

2) im Verhältnis zweier Seiten und 
zweier Winkelgrössen, 

8) in der Grösse dreier (also aller vier) 
Winkel. 

Satz. Kreisvierecke sind ähnlich, 
wenn sie übereinstimmen: 

1) im Verhältnis dreier (also aller vier) 
Seiten, 

2) im Verhältnis zweier Seiten und 
der Grösse eines Winkels, 

8) in der Grösse zweier (also aller 
vier) Winkel. 



Aufgabe 79. In den beiden Gruppen 
ähnlicher Vielecke in Figur 53 soll etwa 
Punkt Ca als ein der Figur Ä^B^C^D^E^ 
zugehöriger Punkt angesehen werden. Man 
suche den entsprechenden Pankt in Figur 
{ABC'"\ und (^jBC-..)3. 



Sachs, Ebene Elementar-Geometrie. VII. 



Auflösung. Soll Ca ein Punkt der Figur 
{ABC • Ol sein, so muss der in {ABC • '\ 
entsprechende Punkt X auf demselben Aehn- 
lichkeitsstrahle liegen, wie Punkt C^, so 
zwar, dasB sich verhält: 

ßfCj : SX = SA, : SA^ = SB, : 5S, 

= SC, : SC, . • . 
8 
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Fignr 63. 




'^ ^ ^v "v V 




ErkL 800. Man siebt, dass anf dem Aebn- 
licbkeitsstraÜe SC die Proportionen gelten: 

SCi:SC^ = SC^'.SX 
und 

SC^:SC^ = SC^:SY, 

also die Gleicbnngen: 

sc/ = SC^'SX und SC,.Sy = SC^-SC^. 

Ersteres liefert die Beziebung, dass wenn 
derselbe Punkt (C,) einmal zur einen und 
einmal zur andern zweier äbnlicber Figuren in 
perspektiviscber Lage zngerecbnet wird, dann 
der Abstand dieses Punktes vom Aebnlicbkeits- 
punkt die mittlere geometriscbe Propor- 
tionale wird zu den Abständen der beiden 
ibm in jeder Figur zugeordneten Punkte. 



Man konstraiert also SX als vierte 
Proportionale zu den drei Strecken 
SAj^f SÄ^f SC2» 

Dies geschieht am leichtesten da- 
durch, dass man C^ etwa mit A^ ve^ 
bindet, und die Parallele zur Ver- 
bindungslinie durch A^ zieht. Diese 
schneidet dann den Aehnlichkeitsstrahl 
SC^ in X 

Auf genau dieselbe Weise findet 
man den Pankt F, welcher als zuge- 
höriger Punkt ZOT Figur {ABC"^ 
entsteht, entsprechend dem als Punkt 
von (ABC '^ aufgefessten Punkt C^ 



Erkl. 801* Dementsprechend konnte 
man auf jedem Aehnlichkeitsstrahl, z. B. 
SA denjenigen Punkt Z bestimmen, für 
welchen : 

SÄ^^ = SA, ' SZ 

ist; und man hat dann die drei Punkte il„ 
A^, Z in der Reihenfolge, dass zu ^j 
als Punkt von (ABC")^ der Punkt A^ 
in (ABC"\ gehört; dagegen zu A^ 
als Punkt von (ABC"\ der Punkt Z 
als Punkt von (ABC")^. 



Erkl. 802. Die zweite der in Er- 
klärung 300 aufgestellten Beziehungen 
unterscheidet sich von der ersten dadurch, 
dass die Punkte, deren Abstände von S 
die gleichen Produkte bilden, nicht auf 

§ leicher, sondern auf entgegengesetzter 
eite von S gelegen sind. Dabei kann ein Pro- 
dukt zweier gleichen Abstände insofern nicht 
auftreten, weil die multiplizierten Strecken stets 
entgegengesetzte Vorzeichen haben. Diese Unter- 
scheidung wird von Wichtigkeit in der sog. 
Geometrie der Lage bei der Lehre von den 
involutorischen Punktreihen mit oder ohne 
Doppelpunkte. 



Aufgabe 80. Man soll zwei gegebene 
gleichwendig ähnliche Figuren in 
perspektivische Lage bringen. 

Erkl. 808. Die Richtungen zweier ent- 
sprechenden Strahlen beider Figuren bilden 
zweierlei Winkel, welche einander (als Neben- 
winkel) zu 1800 ergänzen. Je nachdem man 
um den einen oder andern dieser Winkel herum- 



Auflösung. Ist {ABC- -^ «^ (ABC- •),, 
so lasse man (ABC- ')i an seiner Stelle un- 
verändert liegen und drehe {ABC"\ um 
einen beliebigen Punkt innerhalb, auf, oder 
ausserhalb dieser Figur um den Winkel 
zweier entsprechenden Strahlen beider Figuren 
80 herum, dass diese Strahlen parallel werden. 



Au^ben über die Anweudaog der Aehnlichkeit auf das Viereck etc 
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dreht, erhält man für zwei parallele ent- 
sprechenden Strahlen beider Figuren gleich- 
gerichtete oder entgegengesetzt gerich- 
tete Parallelität, und damit auch die perspek- 
tinsche Lage entweder mit äusserem oder 
innerem Aehnlichkeit«punkte S, 

EriLl. 804. Bei solchen ähnlichen Figuren, 
bei denen gleichwendige und ungleichwendige 
Aehnlichkeit gleichzeitig stattfindet, liefert jede 
der beiden in voriger Erklärung besprochenen 
Drehungen die Möglichkeit sowohl eines äusseren, 
als eines inneren Aehnlichkeitspunktes. Ausser- 
dem gilt fttr solche Figuren selbstverständlich 
sowohl die in Au%abe 80, als die in Auflösung 
der Aufgabe 81 angegebene Herstellungsweise 
der verlangten Beziehungen: allerdings wegen 
eben der Eigenschaft beiderartiger Aehnlich- 
keit der Figuren nicht mit verschiedenem, son- 
dern mit gleichbleibendem Ergebnis (vergleiche 
Aufgabe 84). 



Dann sind beide Figuren (ABC'")^^ und 
(ABC ")2 in perspektivischer Lage. Denn 
dann sind alle entsprechenden Strahlen bei- 
der Figuren parallel, die Strecken propor- 
tional, die Winkel gleich, also gehen die 
Veibindnngslinien je zweier entsprechenden 
Punkte beider Figaren durch denselben 
Aehnlichkeitspunkt S. 



Aufgabe 81. Man soll zwei gegebene 
UDgleichwendig ähnliche Figuren in 
perspektivische Lage bringen. 

Figur 54. 



d^ 



a 



n 



€C 




Auflösung. 1) Man kann die Aufgabe auf 
die vorige zurückfahren, indem man Figur 
(ABC")^ erst beliebig umklappt und 
dann noch dreht in der in voriger Auf- 
lösung angegebenen Weise. 

2) Man kann aber diese beiden Vorgänge 
auf einen zurückführen, indem man eine pas- 
send gewählte Linie als Umklappungsaohse 
wählt. Dies ist eine Halbierungslinie 
des Winkels zweier entsprechenden Strahlen 
beider Figuren, oder auch jede Parallele zu 
einer solchen Linie. Denn man ei kennt so- 
fort, dass bei Umklappung um irgend eine mit 
dieser Winkelhalbierenden parallele Gerade 
jeder Strahl der Figur {ABC-\ zu dem 
entsprechenden Strahl von {ABC"\ par- 
allel wird. (Man vergleiche hierzu beson- 
ders auch die Aufgaben 86 bis 88 der Auf- 
gabensammlung am Schlüsse des 111. Teiles 
dieses Lehrbuches.) 



Erkl* 805« Dass bei der ersten Auflösung 
vorstehender Aufgabe die beiden Einzelfälle der 
Erkl. 303 stattfinden, ist selbstverständlich. Bei 
der zweiten Auflösung erhält man dasselbe Er- 
gebnis auf Qrnnd folgender Ueberlegung. Die 
Richtungen zweier entsprechenden Strahlen bei- 
der Figuren bilden wieder zweierlei Winkel, 
welche einander zu zwei Hechten ergänzen, und 
deren Winkelhalbierende zu einander senkrecht 
stehen. Klappt man um die Halbierungslinie 
des ersten Winkels um, so entsteht parallele 
Lage mit der einen Richtung des entsprechen- 
den Strahles der andern Figur; klappt man um 
die Winkelhalbierende des zweiten Winkels 
um, so entsteht parallele Lage mit der andern 
Richtung des entsprechenden Strahles (vergl. 
Figur 54, wo Richtung a erst auf Richtung c, 
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dAnn auf Richtung h fällt , je nachdem um die 
senkrechte oder um die wageredite Achse um- 
geklappt wird ; und ebenso Eichtung d erst auf 
Richtung h, dann auf Richtung c). Und je 
nachdem die eine oder andere Art der Paralle- 
litftt entsprechender Strahlen beider Figuren 
hergestellt wird, erhält man einen äussern oder 
innem Aehnlichkeitspunkt. 

Erkl. S06. Für die Lage des zu erhalten- 
den Aehnlichkeitspunktes ist es wichtig, ob um 
die Halbierungslinie selbst oder um eine Par- 
allele dazu umgeklappt wird. Im ersten Falle 
nämlich fallen die zwei entsprechenden Strahlen 
beider Figuren in dieselbe Gerade, und da- 
durch muss diese Gerade zu einem Aehnlich- 
keitsstrahl werden: der Aehnlichkeitsstrahl liegt 
auf eben dieser Geraden (vergleiche Figur 14^. 
Wird dagegen um eine Parallele zur Winkel- 
halbierenden umgeklappt, so entsteht beliebig 
allgemeine Lage des Aehnlichkeitspunktes. 



Aufgabe 82. Lässt sich in beiden vor- 
hergehenden Aufgaben der ümdrehungsmittel- 
punkt bezw. die Umklappungsachse so wählen, 
dass ein vorgegebener Punkt zum 
Aebnliehkeitspunkt wird? 

Erkl. 807. Für beide Fälle nebenstehender 
Auflösung ist erst die Lage zu konstruieren, 
welche eine bestimmte Strecke der Figur er- 
halten soll. Dann ist die Aufgabe zurück- 
geführt auf die bereits im 11 1. Teile dieses 
Lehrbuches gelösten Aufgaben : zwei kongruente 
Figuren zur Deckung zu bringen durch mög- 
lichst einfache Operationen. Dort fand sich in 
beiden Fällen die Möglichkeit durch je zwei 
der Operationen: Umklappnng, Drehung, Ver- 
schiebung; uud nur für den Fall gleichwen- 
diger Kongruenz konnte alles auf eine pas- 
send gewählte Drehung sich beschränken. 



Auflösung. 1) Für gleichwendig ähnliche 
Figuren lässt sich stets ein IJmdrehungs- 
mittelpunkt so finden, dass die beiden Figuren 
zu einem vprgegebenen Aehnlichkeitspunkt e 
perspektivisch werden. Man wählt nämlich 
als solchen den gemeinsamen Schnittpunkt 
aller Miitelsenkrechten zwisclen je einem 
Punkt der zu drehenden Figar und demjenigen 
Paukte, an welchen dieser gelangen soll 
(vergleiche Satz 96 im III. Teile dieses 
Lehrbaches). 

2) Für ungleichwendig ähnliche Figuren 
ist eine solche Vereinfachung nicht möglich. 
Wohl aber genügt nach einer passend ge- 
wählten Umklappung (wie in Auflösung der 
Autgabe 81) eine Parallelverschiebung nach 
der Stelle, welche die Figur erhalten soll. 



Aufgabe 83. Man soll die Figur 53 als 

übereinstimmend mit den Figuren 13 bis 15 

ansehen und die einzelne Vergleichung her- 
stellen. 

Erkl. 808. Geometrische Konstruktionen, 
welche, ein solches Zufügen von Streckenver- 
längerungen, äusseren Punkten und Linien er- 
forderlich macheu wie in nebenstehender Auf- 
lösung, gibt es in grosser Zahl Man erinnere 
sich bloss an Höhenfnsspunkte und Höhenpunkt 
beim stumpfwinkligen Dreieck, oder Parallelen 
zu dessen Seiten durch die Gegenecken; auch 
Konstruktion der angeschriebenen Kreise bei 
Dreieck und Viereck, u. a. 

Erkl. 809. Betrachtet man nicht eine ein- 
zelne Figur der Ebene für sich, sondern die 



Auflösung. 1) Bei Figur 53 liegt der 
Aehnlichkeitspunkt ausserhalb der Figuren, 
bei Figur 13 innerhalb. Man verlängere 
also in Figur 53 etwa die Seiten ^^B^ und 
D^E^ um ein beliebiges über A^ bezw. £^ 
hinaus, so dass die Verbindungslinie der neuen 
Endpunkte A^E^ jenseits des Punktes S 
liegt. Dann ist die Figur A^ B^C^D^Ey' 
eine solche, die den Aehnliclikeitapnnkt S 
einschliesst, und die entsprechende Figur 
A^B^C^D^E^ liegt ebenfaUs vollständig 
innerhalb der vorigen Fi^ur, und doch so, 
dass die Verbindungsstrecken A^ A^\ E^E^ 
ebenso wie B^B^-- durch den Aehnlichkeits- 
punkt S äusserlich geteilt werden. 
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ganse Zeichnnngsebene mit allen ibren Punkten Bildet man aach die neae Fignr: 
und Linien als „ebenes System", so braucht A *B C D E * 

man gar nicht zu Verlängerungen und ähnlichem . „ ,' ^^ ?,** 

zugreifen. Dann besteht die Figur (ABC"\ so tritt die analoge Beziehung für den in- 
nicht nur aus den wenigen wirklich gezeich- neren Aehnlichkeitspunkt auf, indem dann 
neten Strecken oder Punkten, sondern aus allen jede Verbindnngsstrecke A^A^\ E^E^' 
Punkten und Linien der Zeichnungsebene, in- ebenso wie B^B^" durch 8 innerlich 
dem diese zum gezeichnet vorliegenden Teil der geteilt wird. 

Fignr MB C-*X als in Beziehung gesetzt gelten. «x tt ^j tt v . a. ji ^. ..« 

Ebenso besteht aber auch die Figur (^BC), 2) Um die Ueberemstimmung der Fig. 63 
oder (ABC'\ nicht nur aus deren wirklich mit Figur 14 herzustellen, braucht man nur 
gezeichneten Strecken oder Punkten, sondern die neue Linie A^E^ in Fignr 53 so zu 
aus allen Punkten und Linien der Zeichnungs- wählen, dass sie durch Punkt S geht, 
ebene, indem diese zum gezeichnet vorliegenden Dann geht auch A^E^ durch S^ und ebenso 
Teil dieser Figur (^B- .). oder (^^B• •), als in A*E* und es besteht wieder äussere Tei- 
Beziehung gesetet gelten. Jeder Punkt und j ^^^^ g ^ ^^^ Strecken A'A' 
lede Linie der Zeichnungsebene ist also drei- p % ^««^«,^« i^.^^^^ rn^n«««. «?» «ii« 

fach anzusehen: einmal gehörig zu (^B-.),, o}\ ' * ^ajgregen innere Teilung für alle 
dann zn (AB^ .)»i dann zu {AB- .).. Auch S strecken A^ A^, ^i^s ' ' ' 
und jede Gerade durch S gehört also allen 3) Die XJebereinstimmung zwischen Fig. 53 
drei Fisruren an — und zwar Punkt S und und Figur 15 entsteht ohne weiteres; indem 
diese letztgenannten Geraden durch S als sich ^^ die Strecken ^i 5 und ^, Ä als Strecken 
Mlbst euteprechende Geraden Jeder andern ^^^ y. (^aBC-"\ zurechnet Dann 
Geraden der Ebene entspricht m jeder Figur +^^.^„ ««♦»•««i, ^i^^^J} Atr. a**^^T,«« a o 
eine verschiedene Gerade. treten natürlich ebenso die Strecken A^S 

und E^S bezw. ^3^ und E^S als ent- 
sprechende auf zu den Figuren {ABC'-\ 
und (ABC-\] und Punkt S als Aehnlich- 
keitspunkt liegt in der allen dreien gemein- 
samen Ecke 8, 



Aufgabe 84. Man soll die beiden Arten 
der gleich wendigen und ungleich wendigen 

Aehnhchkeit bei achsig oder zentrisch- Auflösung. 1) Ist eine Figur achsig- 
symmetrischen Figuren untersuchen. symmetrisch, so erhält sie durch Um- 
klappung um ihre Symmetrieachse genau die- 

Erkl. 810« Man hat zu unterscheiden selbe Lage wieder wie zuvor, indem die 

zweierlei Arten der Aehnlichkeit, nämlich gleich- beiden Hälften aufeinander fallen. Sind also 

wendige und ungleich wendige, und zur erstern jj^gj achsig-symmetrische ähnlichen Figaren 

zweierlei Arten perspektivische Lage, nämlich j„ perspektivischer Lage, so kann die eine 

mit äusserem oder innerem Aehnhchkeitspunkte. a^Iv^^ia^^ ««* «v»-« QtU»,«f«:^„^i,r,^ ««.«^ 

üngleicbwendig ähnUche Figuren können nun ^f^ beiden um ihre Symmetrieachse urage- 

ausnahmsweise insofern auch in perspektivische ^^aPP* werden , ohne dass die Aehnlichkeit 

Lage gebracht werden, wenn sie gleich- nud deren perspektivische Lage aufgehoben 

zeitig auch gleichwendij: ähnlieh sind. Dies sind. Wird dieselbe Figur um eine andere 

trifft zu bei Figuren, die achsig-symmetrisch Linie, als die Symmetrieachse, umgeklappt, 

sind, aber auch da nur insoweit, dass durch den go geht im allgemeinen Falle die perspek- 

Aehnlichkeitspunkt die Verbindungslinien für tivische Lage verloren. Nur wenn die neue 

diejenigen Punkte gehen welche emander durch Umklappungsachse zur Symmetrieachse par- 

gleichwendige Aehnlichkeit zugeordnet smd, ,, , odw senkrecht war tritt weiren des 

niemals für die durch ungleichwendige Aehn- ?L*^®* ?^®^ senkrecüt war, mit wegen aes 

lichkeit einander zugeordneten Punkte. Verbleibens der paraUelen Lage der um- 
klappten Geraden der besondere Fall ein, 

ErkL 811. Wählt man als Beispiel zu neben- dass immer noch perspektivische Lage be- 
stehender Auflösung etwa ein Viereck, so sind steht, und zwar im ersten Falle mit einem 
achsig -symmetrisch: Antiparallelogramm und Aehnlichkeitspunkte von derselben Art, im 
Deltoid, zentrisch -symmetrisch das Parallelo- letztern Falle von der entgegengesetzten Art 
gramm, achsig und zentnsch Rechteck, Khom- j D« Erhaltung der perspek- 
bus, Quadrat. Sind nun etwa zwei Deltoide ^. . v t v •* a ? la^vi •* i_x 
(oder Antiparallelogramme) ähnlich, so kann ^iviachen Lage, aber mit AehnHchkeitspunkt 
man sie als gleichwendig ähnlich ansehen, oder von der entgegengesetzten Art , tntt auch 
als ungleichwendig ähnlich. Denn beim Umlauf ein , wenn die eme der beiden Figuren um 
A^B^C^D^A^ ce A^B^C^D^A^ hat man das 180^ umgedreht wird am einen beliebigen Punkt 
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Innere beidemale zur Linken, beim Umlauf der Ebene. Achsig-symmetrische Figuren 

-^i^i^iA^i ^ C^B^Ä^D^C^ hat man das haben gleichzeitig gleichwendige und nn- 

Innere erst zur Linken, dann zur Kechten, und gleich wendige Aehnlichkeit; denn einem Um- 

feht doch immer über yerhältnisffleiche i„„i. ^^^ JL^^ t?i.^^ :« «:«^« v««*:«»-«*^« 

i^;fAn«4.«A..ir^» ^^A «w. »i^^^^k^.^o.^ TX7;..v^i 1*^1 «er einen iiigar m einer bestimmten 

eitenstrecKen und um gieicbgrosse Winkel. tti^*ua i j . vji 

Aber man hat nur einen einzigen Aebnlichkeits- ümlaofsnchtung kann an der entsprechenden 

punkt, nämlich entweder einen äussern oder ^»gwr sowohl der eine, als der andere üm- 

einen innem. Eine Umklappung der einen lauf zugeordnet werden, je nachdem dem 

Figur um ihre Symmetrieachse oder um eine ersten Punkte einer der beiden symmetrisch 

Parallele oder eine Senkrechte zu derselben be- entsprechenden Punkte der andern Figur 

lässt die Aehnlichkeit sowohl als gleichwendige zugeordnet ist. In perspektivischer L^e 

wie als ungleichwendige. Die Umklappung um j^ann aUerdings nur die eine, die gleich- 

S5Ä.Ä Äer eS.rXSÄ': r""^- Aehnlichkeit. zur Anschauofg ge- 

Punktes (nurim letztem Falle in veränderter Lage) rangen. 

von derselben Art wie zuvor; Umklappung um 2) Ist eine Figur zentrisch-symme- 

eine Senkrechte zur Acbse aber liefert statt trisch, so kann man in einem bdlebigen 

des vorigen innem Aehnlichkeitspunktes einen Punkte derselben einen Umlauf nach der 

äussern; und umgekehrt statt eines vorherigen ^1^^^ ^^^^ andern ümdrehungsrichtung be- 

äussem einen mnern. Mit dem Ergebnis des ^ _ ^ jedesmal erhält man iden- 

letzten Vorgangs identisch ist bei achsig-sym- ?• CV ^x. rt^ T^T z;,^ *" 

metrischer Figur das einer Umdrehung von 180o. ^^^^^ denselben Umlauf der Figur, wenn man 

im entgegengesetzten Endpunkte 

Erkl. 812. Sind zwei ParaUelogramme des Durchmessers beginnt. Wird also 
ähnlich , so hat man zu unterscheiden , ob sie ^^ f *?®r ^^^^^^^ ^'^rw eine ähnliche in per- 
gleichwendig oder ungleichwendig ähnlich sind, speküvischer Lage gezeichnet, so kann einem 
d. h. ob etwa beim Uebergang von der langen beliebig gewählten ersten Punkte jeder End- 
auf die kurze Seite am stumpfen Winkel das punkt des dem zugehörigen Durchmesser ent- 
innere beidemale links oder rechts liegt, oder sprechenden Durchmessers zugeordnet werden 
das eine Mal links das andre Mal rechts. Im und damit der einen Hälfte der ersten Figur 
letztern Falle ist perspektivische Lage un- die eine oder andere Hälfte der andern Figur, 
möglich ohne Umklappung; im erstem Falle j)j eine Zuordnung liefert einen äussern, die 
aber gleich beiderlei perspektivische Lage, j «i*tc ^^uvxuuuns «cxoiu ciut^ »uoooiu, uic 
d.h. solche mit äusserem und innerem Aehn- !i?d«re einen innern Aehnlichkeitspunkt. 
lichkeitspunkte. Durch eine beliebige Umklappung geht aber 

im allgemeinen Falle beiderlei perspek- 

Erkl« 818« Sind zwei Rechtecke (oder tivische Lage gleichzeitig verloren, und weder 
Rhomben) ähnlich, so hat man gleichzeitig die eine, noch die andere lässt sich durch 
beiderlei Aehnlichkeit (gleichwendige und un- Drehung allein ohne erneute ümklappung 
gleichwendige) und beideriei per^ektiyische ^^^^^ herstellen. 
Lage (mit änsserm und mnerm Aehnlichkeits- . t^. i • i. i. 

punkt). Man kann also zusammenstellen: 3) Ist eine Figur zugleich achsig und 

Mangel jeglicher Symmetrie: Einerlei zentrisch- symmetrisch, dann finden beiderlei 
Aehnlichkeit (bleibt bestehen bei Umdrehung; Eigenschaften gleichzeitig statt: Die Figur 
mit der andem vertauscht durch Umklappung); ist zu einer ähnlichen in perspektivischer 
einerlei perspektivische Lage (vertauscht Lage sowohl durch einen äussern als einen 
mit der andem Art durch Umdrehung, auf- innem Aehnlichkeitspunkt in Beziehung zu 
gehoben durch Umklappung). setzen, und bei Umklappung um eine Par- 

Achsige Symmetrie: Beiderlei Aehn- allele oder Senkrechte zur Symmetrieachse 
lichkeit (beide bleibenbestehenbeiUmklappung erhält man wieder eine perspektivische Lage 
und Umdrehung) einerlei perspektivische y^n beiderlei Arti Daher ist aneh bei -ahn- 

is^sÄ^^Lt'^od^näe^T™?'^^ ««\- ^i«?--. -if? --W fh«i«r f 

vertauscht mit der andern Art durch Umklap- ^^^^ zentnsch-symmetnsch sind, nicht mehr 
pung um Senkrechte zur Symmetrieachse oder ^u unterscheiden nach gleichwendiger oder 
Umdrehung). ungleichwendiger Aehnlichkeit; beiderlei 

Zentrische Symmetrie: Einerlei Aehn- Aehnlichkeit fällt bei ihnen zusammen oder 
lichkeit (mit der andem Art vertauscht durch findet gleichzeitig statt. 
Umklappung, bleibt bestehen bei Umdrehung) 
beiderlei perspektivische Lage (beide 
bleiben bestehen bei Umdrehung, beide werden 
aufgehoben durch Umklappung). 

Achsige und zentrische Symmetrie: Beiderlei 
Aehnlichkeit und beiderlei perspektivische Lage 
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(alle beide bleiben bestehen bei ümdrebong und 
Umklappnng nm Parallele oder Senkrechte znr 
Symmetrieachse). 



Aufgabe 88. Welche Ortsyerindernngen 
gestattet ein Quadrat, ohne dass seine per« 
spektivische Lage zu einem andern mit per* 
allelen Seiten aufgehoben wird? 

• ErkL 814. Wenn in irgend einer ersten der 
nebenstehend genannten Lagen die Verbindungs- 
linien der Eckpunkte A^ B^ C, Z), der Reihe nach 
mit AJB^C^D^, oder auch m\\,C^D^A^B^ durch 
einen runkt gehen, so bleibt dies bei allen be- 
stehen, nur dass jeweils der Punkt andere Lage 
erhält. Nie aber gehen durch einen Punkt £e 
Verbindungslinien mit B^Ä^D^C^ oder mit 
D, C, B^Ä^, Denn gleichwendig ähnlich sind 
{ABCb\ es9 (ABCD\ und {ÄBCD\ «^ 
{CDAB\, aber ungleich wendig ähnlich sind 
iABCD\ e^ {BADC)^ und (ABCD\ 9^ 
{DCBA\. 



Aufl5fung. Ein Quadrat ist mit jedem 
andern Quadrat ähnlich, und bei Parallelitftt 
einer einzigen Seite auch in perspektivischer 
Lage sowohl mit innerem als mit äusserem 
Aehnlichkeitspnnkte. Beiderlei Arten der 
perspektivischen Lage bleiben erhalten: 

1) bei ümklappung um eine Parallele zu 
irgend einer der Seiten, 

2) bei ümklappung um eine Parallele zu 
einer der Diagoniden, 

3) bei Umdrehung um irgend ein Viel- 
faches von 90^. 



Angabe 86. Auf einer Karte ist die 
Entfernung Hamburg — Ulm dargestellt durch 
eine Länge von 11,8 cm, während dieselbe 
in Wirklichkeit 565 km beträgt. Durch wie* 
viel Fläche ist auf dieser Karte ganz 
Württemberg dargestellt? 



Erkl. 816. Üebliche Heduktionsmassstäbe 
in der Geographie sind (nach Wagner): 



Auflösung. Man findet den Längen- 
massstab der Karte durch die Division 
1 1,3 cm : 565 km = 11,3 cm : 56500000 cm 
= 1:5 000 000. Jeder Centimeter der Karte 
stellt also 50 km dar, und umgekehrt wird 
jeder natürliche Kilometer auf der Karte dar» 

gestellt durch -^ cm, also jeder Quadrat- 
kilometer durch -ögoQ ^cm = 0,0004 qcm 

4 

= YÖQ 4™!^ Demnach erhalten die 19 500 qkm 

Württembergs ihre Darstellnng durch: 
195-4 qmm = 7,8 qcm 

Umgekehrt steUt jeder Qnadratmillimeter 
der Karte 25 qkm der Natur dar, oder jeder 
Qaadratcentimeter der Karte 2500 qkm der 
Natur. 



Von Karte zu Karte fortlaufendes Verhältnis der 
Längen Flächen 



1 : 25000 ]f esstischblätter 

1 : 100000 topographische Karten . . 

1:500000 Spezialkarten 

1:1000000 Qeneralkarten 

1:2500000 Provinzkarten 

1 : 5000000 Karten von Einzelländern . 
1 : 10000000 Karten mehrerer Länder . 
1 : 20000000 Teilkarten von Erdteilen . 
1 : 40 000 000 Karten der ganzen Erdteile 
1 : 120000000 ganze Erdkarten . . . 



in einem 
Schnl-Atli 


|S 



1 

4 

20 

40 

100 

200 

400 

800 

1600 

4800. 



0,005: 
0,02 : 
0,1 
0,2 
0,5 

1 

2 

4 

8 
24. 



I| 



1 

16 

400 

1600 

10000 

40000 

160000 

640000 

2560000 

28040000. 



' 0,000025 
0,0004 : 
0,01 
0,04 
0,25 
1 
4 
16 
64 
676. 
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Aufgabe 87. Zur Darstellung einer qua- 
dratischen Fläche von 64 Ar Inhalt steht 
ein Blatt von 20 cm Länge und Breite zur 
Verfügung. Welche Massstäbe für Länge 

und Fläche werden entstehen? Auflösung. Die abzubildende Fläche ent- 

hält 64 a = 6400 qm = 640000 dm. Die 

Erkl. 816. Ist der Längenmassatab l : L, Bildfläche enthält 400 qcm = 4 qdm. Also 
80 wird der FlÄchenmassstab f:F=l^:L^\ wird der Flächenmassstab: 
ist umgekehrt der Flächenmassstab fiF, so 4:640000=1:160000. 

.wirdderLängenmassstabr.L^: v'/TS Oder Demnach entsteht ein Längenmassstab von 
zu 1 : / gehört 1 : ^ = 1 : /«; zu 1 : / dagegen j . ^qq ** 

1:^ = 1: \/J. 

Aufgabe 88. In einem Atlas hat auf 
einer Karte, deren Massstab 1:2500000, 
ein gewisses Land eine Fläche von 24 qcm; 

auf einer andern Karte, deren Massstab Auflösung. Die wirkliche Grösse des 
1:4000000 ist, hat ein anderes Land eine erstem Landes ist: 
Fläche von 45 qcm. Wievielmal so gross 24-25000002 = 24-6 250000 000000 
ist letzteres Land als ersteres? = 150000000000000 qcm = 15000 qkm: 

die Fläche des zweiten Landes ist: 

Erkl. 817. um die Grösse eines Landes 4 5. 4 OOO 000^ = 720000000000000 qcm 

auf emer Karte zu messen, kann man entweder «_ .^^ , ^ 

die vom Gradnetz der Karte gebildeten, meist — '^^^^ Q*^"^- 

rechtwinkligen Felder benützen, oder auch eigens Das Grössen Verhältnis der Länder Ist also: 
dazu bestimmte Instrumente, die sog. Plani- 72000*15000 = 4 8 

meter, welche mittels Umfahren des Umfangs , , , t' j . ' \ 

eine Bestimmung des Flächeninhalts liefern. ^' '^- "*» zweite Land ist 4,8 mal so gross, 

als das erstere. 



Aufgabe 89. Man soll den Satz 18 in 

allgemeiner Form aussprechen. Auflösung. Setzt man in Satz 18 statt 

der ähnlichen Figuren über den Seiten ein 

« ^, tt-o TT t v_x 1 1. rechtwinkliges Dreieck irgend welcher Stre- 

snrecSi*- ^'»«*^«^'* ^"^ "•*" »"'* *"'- oken ebene? Systeme, die zn den drei Seiten 

^ ähnliche Lage haben, so erhält man: 

Satz. Wenn von drei auf den Seiten Satz. Haben in drei ähnlichen ebe- 

eines Dreiecks konstruierten ähnlichen Fi- ^en Systemen je drei homologe Strecken 

&\ tniJeTFlthÄ Jf dS SÄ Je Eigenschaft, dass sie Hypotenuse und 

der beiden andern, so ist der Dreiecks- Katheten emes rechtwinkligen Dreiecks 

Winkel gegenüber der Grundseite der ersten bilden können, so ist jede beliebige Fläche 

Figur ein Rechter (grösser, kleiner als ein des ersten Systems gleich der Summe der 

Rechter). beiden entsprechenden Flächen der beiden 

anderen Systeme. 



Aufgabe 90. Man soll ein Antiparallelo- 

gramm unter Beibehaltung der Basiswinkel 

in ein gleichschenkliges Dreieck verwandehi. . ^.. „. , . „ , 

Auflosung. Em Antiparallelogramm 

Erkl. 819. Man hat in Figur 55: ^^^£ ^^ F'f«^ 55 ist sofort darst^lbar 

/\ jTiip^. nnip^. rnu »^8 Differenz der beiden gleichschenkligen 

TT 1 ^^,?fZ r^ 1 - ahnlichen Dreiecke ÄBE^DCE, deren 

3Ä! ^'r Fü?S X ^"^"'^ ""' J^^- -- der Grundseiten des Antipandlelo. 

2 _j gramms zur Grnndseite, seine Schenkel zu 

AB^ = DC -^-GB , Schenkeln hat. Errichtet man also über der 

folglich gilt auch: Grundseite AB einen Halbkreis, trägt in 
ABE = DCE+GBH oder GBH — ABCD. denselben als Sehne die Strecke CD = AF 
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Figur 66. 




ein, 80 ist ^F die andere Kathete, f&r welche 
BF^^ÄB^--ÄF\ FolgUch ist auch ein 
mit denselben Winkeln Aber Omndseite BF 
errichtetes gleichschenkliges Dreieck gleich 
der Differenz der ähnlichen gleichschenk- 
ligen Dreiecke über den Seiten AB und 
ÄF. Trägt man also BF=BG auf AB 
auf, und zieht GH\\ AE, so wird: 

A BGH=:ABE'-DCE=ABCD. 



ErU« 820* Nebenbei erhält man auch: 

AGKD - KCH. 

Denn das erstere Parallelogramm wird vom 
Trapez abgeschnitten und dafär letzteres Drei- 
eck angesetzt. 

Dadurch ist ein Parallelogramm verwandelt 
in ein gleichschenkliges Dreieck mit Beibehal- 
tung eines Winkels. 



Aufgabe 91. Man soll den Beweis zu 
Satz 19 in rechnender Weise führen. Auflösung. Bezeichnet man, wie in 

Figur 56 und 57, mit D^D^D. die Schnitt- 
punkte der Linien A^C^^ A^C^, ^s^s ^^^ 



Figur 56. 



Figur 67. 
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ErkL 821. In den Fignren 66 nnd 67 ist der Verblndnngfslinie 8^S^ — ohne Rück- 

jedesmal: » __ » o ^^^^^ *°^ ^^® etwaige Lage von S^ — so 

^,£, :il,B, — 8:2, erhält man wegen S^ die Proportion: 

J,B, : A^B^ = 7:4, j^j^. j^^jy^ _. ^^^^ . ^^^ = A^B^i A^B^ 

also in fortlaufender Proportion ^„^ ^^^^^ ^^ ^.^ Proportion: 

-^i-^i • ^B^ • -^8 "s — 21 : 14 : 8. J D i A D z=. SmA : &^ = A^B : -4 B 

Demnach ist auch in jeder der beiden i .*' \. \ . ' ir iJ ti. x» * J .i 

Fignren: ^^ gliedweiser Multiplikation beider 

Ä, />, : 5, 2>, = 21 : 14, Gleichungen entsteht (durch Wegfall der 

8,D^:S,D, = 21:8 gleichen Stücke A^D, bezw. A,B^): 

und -^8^8 ' -^^t = ^-^8 : ^^r 

S^D^:S^D, = S: 14. Folglich sind D^ und i}^ ähnlich Uegende 

Während aber in Fi^r 57 die Kichtungen ^ Punkte der Figuren (ABC)^ und (ABC)^, 

SD sämtlich gleich gerichtet sind, ist dies in 'und deshalb muss die Verbindungslinie D^D. 

Figur 56 nur fftr S, der FaU, nicht aber fttr durch den Aehnlichkeitspunkt dieser beiden 

^» ^^ ^«' Figuren gehen, d. h. umgekehrt: der Aehn- 

lichkeitspankt Si muss anf der vorherigen 

Erkl. 822. Die gegenseitige Lage der Verbindungslinie D.D^D.S^S. hegen. 

Punkte i>,,3 und 8,^ auf der Aehnlichkeits- ^ 12328^ 

acfase ist abhängig von der Lage der Figuren 

(ABC)^^^. Feststehend ist daher nur, dass 

jeder äussere Aehnlichkeitspunkt 8 seine zu- 
gehörige Strecke DD äusserlich, jeder innere 

Aehnlichkeitspunkt dag^en seine zugehörige 

Strecke DD innerlich teilt. In beiden Figuren 

aber kann dann etwa die Gruppe Dj D^S^ gegen 

die beiden anderen Gruppen D^D^S^ oder 

D, p.8^ verschoben werden , je nachdem man Erkl. 228. Eine andere BeweisftUirung für 

der Figur (ABC)^ gegen die anderen Figuren denselben Satz 19 findet man später in Anf- 

(ABC)^ und {ABC\ andere Lage gibt, auch gäbe 145 als Anwendung des Satzes von Me- 

wenn diese beiden festbleiben. nelaos. 



Aufgabe 92. Man soll die Geltung des- 
selben Satzes 19 för zentrisch-symmetrische Auflösung. Es seien {ÄC)^, „ 3 drei ein- 
Figureu verfolgen. ander entsprechende Durchmesser dreier 

ähnlichen Parallelogramme in perspektivischer 

Erkl. 824. In Figur 58 ist der Aehnlich- Lage. Dann gibt es eine Aehnlichkeitsachse 
keitspunkt jeweils bestimmt durch die Strahlen für die drei äusseren Aehnlichkeitspunkte 
von den Endpunkten eines Durchmessers, S^S^S^, wie in voriger Aufgabe und Fig. 57. 
anstett durch die Strahlen zweier homologen Ebenso aber auch eine zweite AehnlichkeitB- 

deÄn ?rseÄacif ara^^^ -^- /?;: ^- ^--™ Aehnlichkei^PBn^ 8, 

UC). und MO,; ebenso auch (4^), und (CD), \^\^^^^\^^^lJ'''i ^r^"" beiden innem 

denselben innem Aehnlichkeitspunkt Jg, wie Aehnlichkeitspunkte J^ u. J, der Figrurenpaare 

{AO, und (CJ),; aber es hätte die Figur bei {ÄC)^{CA\ und {AC)^{CA\ wie in Fig. 56; 

Durchführung dieser Zeichnungen einer solchen femer eine dritte Aehnlichkeitsachse für d^ 

Menge von Linien bedurft, dass die Deutlich- äussern Aehnlichkeitspunkt 8^ von {AC)x 

keit darunter hätte leiden müssen. Eine Ver- {AC). und för die beiden innem Aehnlich- 

gleichung mit Figur 11 (s. Seite 33) zeigt deut- keitspunkteJg und J. der Figurenpaare (^Q^ 

und SCC^a, durch Si dagegen die Strahlen Aehnhchkeiteachse für den äussern Aehnhch- 

CCU und AAU. keitspunkt S^ von {AC)^ und {AC)^ und für 

die beiden inneren Aehnlichkeitspunkte J^ und 

Eiti.825. Ftlr äussere AehnUchkeitspunkte J3 ^er Figurenpaare (^C)8(C^)i und (^(7)i 

5 entsprechen sich die Strecken AC und AC, (CA)^. Man hat also im ganzen sechs Punkte, 

für innere Aehnlichkeitspunkte J dagegen die die zu je drei auf einer Geraden liegen: 
Strecken AC und CA, Nur die Mittelpunkte qqq q t t qt/ q t t 

der Strecken AC sind für beide Fälle gleicher- ^i^^y ^i^^^n* ^t^^z^v '^s'^Wr 

massen entsprechend. Daher müssen die Mittel- Und die vier Aehnlichkeitsachsen bilden die 

punkte der Strecken AC auf den Verbindungs- vier Seitenlinien eines vollständigen Vierseits, 
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Figor 58. 




linien der Aehnlichkeitepnnkte S^J^, 5,J„ S^J^ 
liegen. Nennt man diese Punkte M^M^M„ so 
ist für S^J^i 

und 
also: 

Ebenso für 5,.7j: 

und für £^J,: 
Jfg5, : 3/^5, = Jlf, J, : Af, J, = ^C, : i^C^. 

Also werden die Diagonalen £^«7,, j^s«/«« 
S^J^ desVierseits der Aehnlichkeitsacnsen dnrdi 
die Mittelpunkte der ähnlichen Figuren harmo- 
nisch geteilt: je im Verhältnis entsprechender 
Strecken der zwei Figuren. 



ErU« 826« Umgekehrt werden auch die 
drei Seiten des Dreiecks M^M^M^ der Mittel- 
punkte je harmonisch geteilt durch die sechs 
Aehnlichkeitspunkte in Verhältnissen, von denen 
je eines das Produkt der beiden andern ist. 
Hieraus folgt nach Aufgabe 209 des VI. Teiles 
ein neuer Beweis dafttr, dass die sechs Punkte 
S und J zu je dreien auf einer Geraden liegen 



dessen Eckpunkte jene sechs Aehnlichkeits- 
punkte sind. 

Man erhält daher folgende Zusammen- 
fassung dieser Ergebnisse: 

Satz. Befinden sick drei zentrisch 
symmetrische Figuren sämtlich in 
perspektivischer Lage, so gibt es 
zu jedem Paar einen äussern nnd einen 
Innern Aehnlichkeitspunkt. Und 
diese sechs Aehnlichkeitspunkte 
liegen zu je dreien auf einer Ge- 
raden, Dämlich die drei äusseren 
Aehnlichkeitspunkte anf der äussern 
Aehnlichkeitsachse, je ein äusserer 
mit den zwei anderen inneren 
auf einer von drei inneren Aehnlich- 
keitsachsen. Die drei Diagonalen 
des von den vier Aehnlichkeitsachsen ge- 
bildeten vollständigen Vierseits 
gehen durch die Mittelpunkte der drei 
ähnlichen Figuren und werden daselbst 
harmonisch geteilt. 

Dieser Satz wurde für drei Kreise (siehe 
im nächsten Teile dieses Lehrbuches) zuerst 
aufgestellt von dem französischen Mathema- 
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müssen. Und aus Aufipibe 210 daselbst folgt, tiker Monge und wird daher auxib benannt: 



dass wenn man auch die Liniengruppen: 
M,S,, M,J,', M,8,, M,J,; M,S,, M,J, 

zieht, dann auch diese sechs Linien zu je dreien 
durch einen yon vier gemeinsamen Punkten 
gehen. Man vergleiche auch hierüber, wie in 
Erkl. 323 angegeben, die späteren Angaben 145. 



Satz von Monge. 



Aufgabe 93. Man soll zu zwei beliebig 
gegebenen, gleichwendig ähnlichen Figuren 
in schiefer Lage den Aehnlichkeitspunkt 
suchen. 

Figur 59. 



T<. 




ErkL 827. Die vorstehende Aufgabe könnte 
auch so gefasst sein: In zwei gegebenen ähn- 
lichen ebenen Systemen soll der in beiden Sy- 
stemen sich selbst entsprechende Punkt gesucht 
werden. Dieser Punkt hat dann diejenigen 
Eigenschaften, welche in Antwort der Frage 41 
aufgestellt wurden, mit Ausnahme der unter 1, 
2, 4, 6 genannten, weil diese nur für perspek- 
tivische Lage gelten. Man erkennt hierdurch 
die Zweckmässigkeit der Benennung der „per- 
spektivischen Lage*^ gegenüber dem andern Aus- 
druck „ähnliche Lage*'. Denn auch in schiefer 
Lage beider Figuren befinden sich eigentlich 
je zwei entsprechende Punkte zum Aehnlich- 
keitspunkt in ähnlicher Lage, weil eben dieser 
selbstentsprechender Punkt ist. Nur bei per- 
spektivischer Lage hat der Aehnlichkeitspunkt 
die Eigenschaft, dass wenn man ein Auge an 
seinen Platz versetzt denkt, dann jeder Blick vom 
Aehnlichkeitspunkte aus durch zwei entspre- 
chende Punkte durchsieht (perspektivisch von 
per und spicere, durch-seben) , so dass die 
Aehnlichkeitsstrahlen die Sehstrahlen vom Auge 
oder die Lichtstrahlen zum Auge sind. 

Erkl. S28. Nicht nur die Kreise durch DS 
und Ä^A^ gehen durch Punkt 5, sondern auch 
viele andere: Wählt man nämlich auf den zwei 



AuflSsung. 1) Nach Antwort der Frage 47 
und Satz 20 besteht für je zwei gleicbwendig 
ähnliche Figuren ein Aehnlichkeitspunkt 
Derselbe wird gefunden als gemeinsamer 
Schnittpunkt aller der Kreise, welche je ein 
Paar der gleichgrossen entsprechenden Winkel 
beider Figuren als Peripheriewinkel haben, 
z. B. Ui und «2 i^ Figur 59 oder ßi und ^^i 
Yi und 7a * * Jeder dieser Kreise geht durch 
die Scheitel der beiden Winkel und durch 
die Schnittpunkte ihrer entsprechenden 
Schenkel, also AiA^DF; B^B^DE; C^C^EF. 

2) Da nach Antwort der Frage 47 auch 
für Punkt S die Proportionen gelten: 

SA^ : SA^ = SB^ : SB^ = • • • 

= * = Ai B^ : A^ B^ = B^ C^ : J5j Oj • • , 

80 gehört der Punkt S zu den Punkten, 
welche von A^ und A^, oder von B^ und B^, 
oder von Cj und C^ • • das Abstandsverhäitnis 
X haben. Alle Punkte mit konstantem Ab- 
standsverhältnisse von zwei gegebenen Punk- 
ten liegen aber nach Satz 12 des VI. Teiles 
auf dem Appollonischen E^reise, welcher die 
Verbindungsstrecke der beiden Punkte innen 
und aussen nach dem Verhältnis x harmo- 
nisch senkrecht teilt Folglich erhält man 
einerseits den 

Satz. Für zwei ähnliche Sy- 
steme gehen sämtliche Apollonischen 
Kreise, welche den Abstand irgend 
zweier entsprechenden Paukte beider 
Figuren innen und aussen harmonisch 
nach dem Verhältnis entsprechender 
Strecken beider Figuren senkrecht 
teilen, durch einen gemeinsamen 
Punkt, nämlich den Aehnlichkeits- 
punkt 

Und anderseits erhält man eben dadurch 
eine weitere Konstruktion des Aehnlichkeits- 
Punktes. 
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Strecken ÄjBi und A^B^ iigend zwei entspre- 
chende Ponkte Kj K^, so. ist wegen der Eigen- 
schaften des Aehnlichkeitspunktes auch: 

^8A^K^e^SÄ^K„ 
also: 

<^ A^K^S = A^K^Sf 
oder: 

also gehen auch die Kreise durch 2>, K^ und £, 
durch S, Ebenso gehen durch S alle Kreise 
durch E und irgend zwei entsprechende Punkte 
auf BjC, und J?,C,, sowie alle durch F und 
zwei entsprechende Punkte auf C, A^ und C^A^ 
Umgekehrt kann man sagen, dass das Kreis- 
büschel durch S und D auf A^ß^ und A^B^, 
das Kreisbüschel durch S und E auf B^ C^ und 
B^C^j jenes durch S und F auf C^A^ und C^A^ 
stets zwei entsprechende Punkte ausschneidet. 
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Figur 60. 




Aufjgabe 94. Man soll die zwei selbst- 
entsprechenden Geraden zweier un- 

gleichwendig ähnlichen Figuren in Auflösung. 1) Um die selbstentsprechenden 

schiefer Lage autsuchen. Geraden zu finden, kann man erst deren ge- 
meinsamen Ausgangspunkt, nämlich den Aehn- 

Erkl. 829. Es ist die Frage zu stellen, lichkeitspunkt aufsuchen. Dies geschieht nach 

welcher der beiden Schnittpunkte der Apol- Antwort der Frage 48, indem man, wie in der 

Ionischen Kreise der richtige Aehnlichkeitspunkt zweiten Auflösung voriger Aufgabe die Ver- 
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ist. Diese Frage könnte zonftchst geometrisch bindangsstrecken entsprechender Punkte im 

dadurch beantwortet werden, dass man nicht nur Verhältnis der entsprechenden Strecken bei- 

die Streben A, A^ und B, B^ , sondern auch ^^r Figuren innen und aussen teilt und über 

t:x^&.V:Z^l^^^Zt^^^^ den Teilpankten <«e ApcUom^^^^^^ Kreise 

der neue Apollonische Kreis zwar noch durch ?mchtet Der eine Schnittpunkt di^er Kreise 

S, nicht mehr aber durch S'. i»* ^ö^ Aehnlichkeitspunkt S, Durch 

ihn zieht man sodann zwei Geraden parallel 
den Halbierungslinien des Winkels und Neben- 

ErU. 880. Aber auch ohne Hinzunahme winkeis zweier entsprechenden Geraden bei- 
des Apollonischen Kreises zu C^C^ kann man j piß-nren 
erkennen, welcher Schnittpunkt der richtige ist. ^ 

Denn die Punkte liegen immer so , dass für 2) Denselben Punkt S und dieselben bei- 
den einen {S* in Figur 60) die Dreiecke den Strahlen erhält man auch unmittelbar 
8A,B^^ SA^B^ gleichwendig ähnlich durch die Verbindungslinien von S mit den 
sind, für den andern aber (S in Figur 60) Teilpunkten ÜJ^ bezw. JL der Verbindnnga- 
frcÄrd^r ^^«1«^^^^«^^^» "^- strecken AÄBB. 

3) Zum Beweise beachtet man, dass wegen 

Erkl. Ml. Bei gleichwenaüj ähnUchen Sy- ^«F. ApoUonischen Kreise die Proportionen 

Sternen bilden je zwei entsprechende Strecken ff®"®^- 

gleiche Winkel, bei ungleichwendig ähnlichen SA^ : 8A^ == A^H: HA^ = A^J \J A^ = c^:e^ 

Systemen aber ungleiche, so A^B^ und A^B^ j^^^ 

in Figur 60 einen kleineren als ^,0, uud A^C^, o» . od — r it. ir» — » r . r r — ^ .. 

und wieder einen anderen als B, C, und 5, C,. SB^.SB^ ^ B,K .KB^ ^ B^L. LB^^c,. c^ 

Aber jeder Strahl von (ABC), bildet mit also müssen SH und SJ die Halbierungs- 

den beiden Linien SH und SJ denselben linien des Innen- und Anssenwinkels S für 

Winkel, wie sein entsprechender Strahl in Dreieck A^SA^ sein, und auch SK und SL 

(ABC\, Stets ist Sfi parallel der Halbierungs- Halbierungslinien des Innen- und Aussenwin- 

lipie des Innenwinkels, SJ paraUel der Hai- j^^jg g ^^ Breieck B, SB.. Nun folgt aber 

bieruugslmie des Nebenwinkels zweier entspre- ^„„ „««:„^„ t>..«^^«f4/.i „„J^u ^«ö« 

chenden Strahlen. *^» ^^'^'»er Proportion auch, dass: 

SA^ : SA^ = c, : Cj = SÄ» : SB,, 

Erkl. 882. Die Strahlen SH und SJ sind *^«^ mit Vertauschung: 
selbstentsprechend als ganze Linien, d. h. der ^-^i • ^i • ^-^i — ^-^ • ^^ • ^^r 

Gesamtheit von Punkten auf SHK oder SJL Daher ist Dreieck: 
in(^BC), entspricht eine Gesamtheit von Punk- SA,B,^SA,B,, <^A,SB, = A^SB^ 
ten m(ABC)^, welche jeweils derselben Geraden r» , ,. , . ^ ,. „ ,vT * ,. . j oa 

angehören, aber an andern Stellen derselben Folglich ist die Halbierungsünie von -4 i^^ji 

liegen. Schon bei der Trennung dieser Linien identisch mit der Halbierungslinie von jB^^'B,, 

in zwei Strahlen hat man eine Unterscheidung : d. h. SHK und SJL liegen je auf derselben 

Die den Punkten des Strahles SHK entspre- geraden Linie. 

c^"^*^i^^«''*P„tÄ",«^ l"!^/ *• ''cT r®*'*^^ Betrachtet man nun 5- erst als Punkt der 

SHK: die den Punkten des Strahles SJL ent- -ca /o ^ x>>-r\ j i^ t> ^w j t?' 

sprechenden Punkte aber erfüllen die Ver- ^gnr (^^5 C),, dann als Punkt der Figm^ 

längerung dieses Strahles über S hinaus und K^-ABC)^, so entspncht einem Strahl von 

umgekehrt : Der Verlängerung des Strahles SäjK: {SABC\, welcher mit SA^ einen Winkel 

entspricht dieselbe Verlängerung; der Ver- A^SH bildet, ein solcher Strahl der Figur 

längerung von SJL dagegen eben der Strahl {SABC\, welcher mit SA^ in entgegcn- 

SJL, gesetzter Drehungsrichtung den gleichgrossen 

Um auch die entsprechenden Punkte selbst Winkel ^„Ä^bildet, d. h. SHKlBt selhsU 

Fig. 60 gleich 3 : 1 gesetzt ist. So entspricht dem ('^ ^^ ^)i ^nd {bAB C)^, 
Punkte H (oder K), als einem Punkte von Ebenso entspricht dem Strahl von (iS^fC)), 

(SABC)^ derjenige Punkt auf SHK als Punkt welcher mit SA^ einen Winkel Ji.^J bildet, 

von (SABC)^, welcher die dreifache Ent- ©in solcher Strahl von (SABC\, welcher 

fernung von S hat und ^mgehrt. Ebenso ent- ^it SA. in entgegengesetzter Richtung den 

?rr .ifpTnVpn^^^^^^ gleichgrissen Winkel bildet, und das ilt die 

ÄJIr, als einem Punkte von (S^i^c;), denenige tt i« r to -u o i.» i«^ 

Punkt auf der Verlängerung von SJL als Verlängerung von LJS' über S hinaus; also 

der Punkt von (SABC)., dessen Entfernung ist auch Linie SJL als ganze genommen 

von S nur den dritten Teil der Entfernung von eine selbstentsprechende Gerade 

J (oder L) beträgt. beider Figuren. 
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Aufgabe 05. Man soll diejenigen Sätze 
aufstellen, welche gegenüber dem in Auf- 
lösung der Aufgabe 93 aufgestellten gemein- 
samen Satze bloss für die einzelnen 
Arten ähnlicher Figuren gelten. 

Erkl« 88S« Die vorstehenden Ueberlegungen 
zeigen, dass der am Schlüsse der Auflösung der 
Angabe 93 ausgesprochene Satz aligemeine 
Gültigkeit hat für gleichwendige und 
ungleich wendige Systeme. Daher ist bei 
demselben auch die Bezeichnuug der Gattung 
der Aehnlichkeit wegzulassen. Sind die Systeme 
^leichwendig ähnlich, so gehen alle Apol- 
lonischen Kreise durch denselben Punkt 
Sfft der mit je zwei entsprechenden 
Strecken beider Figuren gleichwendig 
ähnliche Dreiecke bildet, und je zwei Kreise 
schneiden einander in einem andern Punkte ;Stf, 
welcher jeweils nur mit den beiden, diesen bei- 
den Kreisen zugehörigen Strecken un- 
gleichwendig ähnliche Dreiecke bildet. Und 
sind umgekehrt die Systeme ungleichwendig 
ähnlich, so gehen alle Apollonischen Kreise 
durch denselben Punkt S«, der mit je zwei 
entsprechenden Strecken beider Figuren 
ungleichwendige Dreiecke bildet, und je 
zwei Kreise schneiden einander in einem an- 
dern Punkte Sa, welcher jeweils nur mit den 
beiden, diesen beiden Kreisen zugehörigen 
Strecken gleichwendig ähnliche Dreiecke 
bildet. 

Erkl. 884. Im ersten der nebenstehenden 
Sätze ist auch folgender enthalten: Denkt man 
durch zwei entsprechende Punkte zweier gleich- 
wendig ähnlichen Systeme (Ä^ und A^ in Fi- 
gur 60) sämtliche möglichen Strahlen gezogen, 
und ordnet jedem Strahl des ersten Strahlen- 
büschels den im andern System entsprechenden 
Strahl des zweiten Büschels zu, so liegen die 
Schnittpunkte je zweier solchen entsprechenden 
Strahlen beider Büschel auf dem Kreise durch 
die beiden Scheitelpunkte (A^ A^) und den Aehn- 
lichkeitspunkt 8, In ungleichwendig ähnlichen 
Systemen bilden dieselben Schnittpunkte eine an- 
dere krumme Linie durch A^ und A^, nämlich 
eine „Hyperbel''. (Vergleiche die ähnlichen 
Kapitel in der Geometrie der Lage.) 



Auflösung. Dem gemeinsamen Satze 
in Auflösung der Aufgabe 93 stehen folgende 
beiden Sätze für die einzelnen Arten ähnlicher 
Figuren entgegen: 

Satz. In zwei gleichwendig ähn- 
lichen Systemen gehen durch denselben 
Punkt, den Aehnlichkeitspunkt, alle 
Kreise durch je zwei entsprechende 
Punkte und die Schnittpunkte der 
durch diesen Punkt gehenden entspre- 
chenden Geraden. 

Und für die andere Art gilt: 

Satz. In zwei ungleichwendig 
ähnlichen Systemen liegen auf den- 
selben beiden selbstentsprechen- 
den Geraden {SH und SJ in Figur 60) 
sämtliche Punkte, welche die Ver- 
bindungsstrecken entsprechender 
Punktepaare innen bezw. aussen im 
Verhältnis der entsprechenden Strecken 
beider Figuren teilen. Die beiden Ge- 
raden sind zu einander senkrecht und 
treffen einander im Aehnlichkeits- 
punkt. 



Aufgabe 96. Man soll zu zwei beliebigen 
Strecken A^B^^ A^B^ die beiden (gleich- 
wendig bezw. ungleichwendig liegenden) 
Aehnlichkeitspnnkte konstruieren. 

Erkl« 885« Die beiden Strecken A^ B^ und 
A,B, der Figur 61 sind keineswegs bloss als 
StrecKcn anzusehen, sondern dieselben liefern 
jeweils die Grund strecke für ein an dieselbe 
anzuschliessendes „ebenes System''. Diese 
beiden ebenen Systeme werden ähnlich, wenn 
an A^ und B^ bezüglich unter gleichen Winkeln 



Auflösung. 1) Beide Aehnlichkeits- 
punkte zugleich erhält man durch Kon- 
struktion nach dem Satze in Auflösung der 
Aufgabe 93. 

2) Den gleichwendig gelegenen 
Aehnlichkeitspunkt erhält man als Schnitt- 
punkt der Kreise nach dem ersten Satz in 
Auflösung der Aufgabe 95. 
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Fi^r 61. 




stets proportionale Strecken angetragen werden. 3) Den ungleich wendig gelegenen 

Und diese Aehnlichkeit ist die gleichwendige, Aehnlichkeitspunkt erhält man als Schnitt- 

wenn die Winkel in gleicher, dagegen ungleich- p^^t der beiden Geraden nach dem zweiten 

wendig, wenn die Winkel in entgegengesetzter § . ^ Auflöannff dpr Aufp^ab^ Q^s 

Drehnngsrichtung angetragen werden. ^^^^ ^ Aunosung aer Autgaöe 95. 



Erkl« 886« Das eine der beiden ebenen Systeme gelangt zum andern in perspek- 
tiyisehe Lage: 

a) mit äusserem Aehnlichkeitspunkt Sg bezw. S» (oder einem andern Punkte 
der Ebene): 

1) wenn sie gleichwendig ähnlich sind durch Drehung um Sg (oder einen 
andern Punkt der Ebene) nm einen Winkel, der gleichgross ist dem 
Winkel A^SA^=z B^SB^i 

2) wenn sie ungleichwendig ähnlich sind durch Umklappnng um die 
Linie SuHK (oder eine Parallele dazu); 

b) mit innerem Aehnlichkeitspunkt Sg bezw. Sh (oder einem andern Punkte 
der Ebene): 

1) wenn sie gleichwendig ähnlich sind durch Drehung nm Sg (oder einen 
andern Punkt der Ebene) nm einen Winkel, der supplementär ist dem 
Winkel JiSÄ^ = ß^SB^-, 

2) wenn sie ungleichwendig ähnlich sind durch Umklappnng um die 
Linie SuJL (oder eine Parallele dazu). 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ausführliche Prospekt und das ausführliche Tn 

haltsyerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer^* kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezog^en werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschDitten and gut brochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jeles einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreifle von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten 

6). Das Werk enthält AUes, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln Und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollstänüg gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortreflflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das Yorzüglichste Lehrbuch 
Eum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle» Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhalt8Yerzeichnl8 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer ia Stiittf^art. 
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19>1A Unft AI -i-«-iT*naa & (Planimetrie). 7. Teil 

1 OrkXjm tlXjimJ . ! . ^®* J*^^ I Die Ähnlichkeit der (leradlliiigen Figuren. 





^Fo^ts. v. Heft 1339. — Seite 129—144. 

Mit 7 Figuren» 




Vollständig gelöste 

Auf gaben - Sammlung 

I ~ nebst Anhängeii ungelöster Aufgaben, fdr den Schal- & Selbstnnterricht — 

mit 

inüabe und EntwlcUimg der benatzten Sitze, Formeln, Regeln In Fragen nnd Antworten 

erläutert durch 

viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 

aus allen Zweigen 
_ der Reclienkiiiiaty der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. sphärischen 
I Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. höhereu Mathemiilik (höhere Analysis, 
I Differential- u. Integral -Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
g aus allen Zweiten der Physik , Mechanik, Graphostatik, Chemie, Geodäsie, Nautik, 
mathemat. Geograpliie, Antronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brflcken- u. Hochban's; der Konstraktionslehren als: darstelK Geometrie, Polar- u. 

Parallel-Perspectiye, Schattenkonstraktionen etc. etc. 

für 

Schüler, Studierende, Kandidaten) Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium zur Forthülle bei Schularbeiten und zar rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben Yon 

Dr. Adolph Kleyer, 

Mathematiker, vereideter königl, prenas. Peldmesser, vereideter grossh. heBsischer Qeometer I. Klasse 

in Frankfurt a. M. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 



Ebene Elementar-Geometrie (Planimetrie). 

Siebenter Teil. 
Die Aehnlichkeit der geradlinigen Figuren. 

I Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. Dr. J, l§iac*hii. 

I Fortsetzung von Heft 1339. — Seite 1l>9— 144. iMit 7 Fi^^uren. 

H Inhalt: 

I Ungrtlöite Aufgaben über die Anwonduug der Aehnlichkeit auf das Viereck, sowie dae allRcmeiue Vieleck. 
Sl (JtilöBte ond ungelöste AufKuben Über die »atze von Meneluos und Ceva. — Gelöste Auigabeu übi-r du 
~ Anwenduugtin der Satze von Mcnelao» und Ceva. 




Stuttgart 1894. 

Verlae von Julius Maier. 



l^reisgekrönt in Frankfurt a. M. 1861, 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ftliDlicbeg zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 v^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Matbemalilc, Pbjsik, 
Sfeohanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strasaem-, EisenbahB-, 
Brttcken- und Hoehbanes, des konstraktiren 7eiehnens etc. etc. und zwar in tollstäadlg 
gelöster Form, mit yielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwlckelnng der 
benntxten S&tse, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grSssere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
!;eln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngeldsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form; wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die L5snngen hierzu werden später in besonderen Heften fftr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltBrerzeieh- 
uis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen aber das betrelTende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch- naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realseliulen I« nnd II* Ord«, gleiek- 
berechtigten höheren Bfirgerschulen, Privatschulen , Gymnasien, Realgymnasieii, Pro- 
gymnasien , Sehnllehrer- Seihinaren , Polytechniken, Techniken , Baugewerkscbnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, teckn« Yorbereltungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsflchulen, Akademien, Unirersitäten, Land« nnd Forstwissensehaftsichulen, 
Militärschulen , Torbereitungs* Anstalten aller Arten als z. B für das Einjährig-Frei- 
willige- nnd Offiziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prflftogen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus' grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schnl- 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernang des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Beruft- 
zweigen Yorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale leliendige Kraft verleihen nnd 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwerinngen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf* 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt, 

Stuttgart. Die YerlagHbaiidluiig« 
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b) Ungelöste Aufgaben. 

Anfjpibe 97. Ein Viereck zvl konstruieren, 
Ton welchem die vier Teil winke! der Diago- .j. t^a^« j« a * 

nalen und das Verhältnis der Diagonalen ge- Andeutung. IMe Auflösung diwer Auf- 

eeben ist. « g^be ist analog der Auflosung der Auf* 

^ gaben 75 und 76. 

Aufgabe 98. Ein Viereck zu konstruieren, 
von welchem alle Winkel und dazu der Um- *,. -r^Ai«« j« kr 

fang eines der Teildreiecke gegeben ist. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gaben 75 und 76. 

Aufgabe 99. Man soll die Aehnlichkeits- 
bedingungen ftlr Sehnenvielecke auÄtellen. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Aufgabe 78. 

Anflgabe 100. Dieselbe Aufgabe für 
Tangentenvielecke zu lösen. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist aniüog der Auflösung der Auf* 
gäbe 78. 



Aufgabe lOL Dieselbe Aufgabe für Kreis* 
Vielecke zu lösen. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 78. 



Angabe 102. Man soll zu einer grossem 
Anzahl innerer und Äusserer Punkte — dies- 
seits und jenseits des Aehnlichkeitspunktes -,. -rx. ai™ ji a-^ 
die jeweils entsprechenden Pnnkte der an- Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
dem Figur konstruieren. 8^^® i»* "^^^fi^ ^^ Auflösung der Auf- 

gäbe 79. 



Aufjgabe 108. In welcher Beihenfolge 
liegen auf denselben Aehnlichkeitsstrahlen . , ^ -r^* ^ m.^ j. a ^ 

die in beiden Figuren entsprechenden Punkte? Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 17 und Erkl. 800 und 801. 



Aufgabe 104. Zwei ähnliche Figuren so 
in perspektivische Lage zu bringen dass , -rv. a i.. 

ein vorgegebener Punkt ^^Aehnüchkeitspunkt Andeutung. Die Auflösung di^er Auf- 
,^j gäbe ist analog der Auflosung der Auf- 

gabe 80 und 81. 

Aufgabe 106. Ein Quadrat zu einem 
andern Quadrat in perspektivische Lage zu Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
bringen, gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gaben 80 und 81. 



Aufjgabe 106. Ein rechtwinkliges Dreieck 
m perspektivische Lage zu seinen Teil- Andeutting. Die Auflösung dieser Auf- 
dreiecken zu bringen. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 81. 

Sachs, Ebene Elementar-Geometrie. VIT. 9 
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Aufgabe 107. Die Sätze der Erkl. 813 
sollen auf Antiparallelograinm and Deltoid Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
angewandt werden. gäbe ist antJog der Auflösung der Auf- 
gabe 84 und Erkl. 318. 



Aufgabe 108. Wie verteilen sich die 
Ergebnisse der Aufgabe 85 auf Rechteck Andeutung. Die Auflösung dieser Anf- 
und Rhombus? gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 85. 



Aufgabe 109. Wie gross wird ein Land 
von 15000 qkm auf einer Karte mit Mass- Andeutung. Die Auflösung dieser Anf- 
stab 1:500000 oder 1:100000? gäbe ist analog der Auflösong der Auf- 

gabe 86. 



Aufgabe 110. Welche Fläche kann auf 
einem Blatt von 15 cm Breite und 24 cm Höhe Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
(einer Seite dieses Buches) dargestellt werden gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
im Massstab 1:25000? gäbe 87. 



Aufgabe IIL Wie verhalten sich die 
wahren Längen und Flächen, deren Abbil- 
dungen auf verschiedenen Kartenblättern in Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
. verschiedenen Massstäben dargestellt smd? g^be ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 88. 



Aufgabe 112. Man soll Satz 18 für die 
Teildreiecke des rechtwinkligen Dreiecks Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
anwenden, gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 89. 



Aufgabe 113. Die Sunmie oder Differenz 
zweier ähnlichen Figuren soll wieder in Ge- Andeutung. Die Auflösung dieser Aof- 
stalt einer ähnlichen Figur dargestellt werden, gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 90. 



Aufgabe 114. Wievieler Bestimmungs- 
stficke bedarf die Angabe der auf der Aehn- 

lichkeitsachse dreier ähnlichen Figuren ent- ^ ^ . r^» a m 

stehenden Strecken S...D... in Figur 56 Andeutung. Die Auflösung dteer Auf- 
HQj 57 p gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 91. 



Aufgabe 115. Wie könnte man für drei 
zentrische Figuren die sechs AehnUchkeits- Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
punkte durch Rechnung finden? gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 92. 



Aufgabe 116. Was folgt für Figur 58 
ans dem Satz 19 des VL Teiles? Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Aidflösung der Auf- 
gabe 92. 
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Aufgabe 117. Zwei gleichwendig äbn- 
iiche Systeme unter Beibehaltung des Aehn- Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
lichkeitspuniLtes in perspektivische Lage eu gäbe ist anidog der Auflösung der Auf- 
bringen, gäbe 93. 



Aufgabe 118. Zu gegebenem Pnnkt einer 
Ebene mit zweierlei gleichwendig ähnlichen Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
Systemen den entsprechenden Punkt erst gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
im einen, dann im andern zu suchen. gäbe 93. 



Au^be 119. Dieselbe Aufgabe zu lösen 
fEbr ungleichwendig ähnliche Systeme. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 94. 



Auijgabe 120. Was wird aus den Kreisen 
der Figur 59, wenn die Verbindungslinien Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
entsprechender Punkte parallel sind? gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 93. 



Aufgabe 121. Man soll durch eine ein- 
zige Operation zwei gleichwendig ähnliche 

Systeme in perspektivische Lage bringen, so . , ^ -r^. * «» j. a i? 

dass ein vorher gegebener Punkt S AehnUch- ^Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
keitspunkt wird! S^^ *8^ «^^^« ^^ Auflösung der Auf- 

gaben 94 bis 96. 

Aufjgabe 122. Dieselbe Aufgabe fttr zwei 
ungleichwendig ähnliche Systeme zu ver- Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
suchen, gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gaben 94 bis 96. 



5) Aufgaben über die Sätze von Menelaos und Ceva. 

(Zu Abschnitt 6.) 

a) Gelöste Aufgaben. 

Angabe 123. Man soll die üeberein- 
atimmung der Sätze in den Aufgaben 208 

und 209 des VI. Teiles mit dem Satze von Auflösung. In den genannten Aufgaben 
Menelaos einzeln ausführen. des vorigen VI. Teiles waren zwei Punkte 

Di und 2>2 auf den Seiten a und b gewählt 

Erkl. 887. In Figur 62 ist: worden mit Teilnngsverhältnissen : 

aber: Die Verbindungslinie dieser beiden TeUpunkte 

ÄD^'.D^C z=m:p lirifft dann die dritte Seite in einem Punkte 

^* ^n n I, ^8. ^^^ welchen: 

also: AEj, : BE^ z=:m\n=: -~=r^ • -=rjf-. 

,, AE^ ___ ÄD^ CD, ^^« ^^1 

^ BE ~ D C DB' Nun gibt es aber je einen innem und 

oder: ° ' ^ einen äussern Teilpunkt für a und h mit dem 

AE^ BD, CD^ __ ^^ genannten Verhältnis nip und ji?:m, und 

'E^ ' "jÖTc ' D^A ~ ' jedesmal entsteht auf der dritten Seite das 
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Figror 62. 




elMiMO wird: 

D,B 

E,B 
AD, 



2) 

4) 



BD, CL\ 



und 



3) 



D^C 
BE, 
E,C 

BE, 



E^A 
CE^ 
E^A 

CD^ 



= 1, 



= 1 



= 1; 



D^B E^C D^A 

also ist an derselben Fignr 62 für die Tier 
Geraden: 

DiD,JS?3, jDjE;Z>„ E,D^D^. E,E^E^ 

der Satz von Menelaos bewiesen. 

ErU« 888« Aus jenen früheren Sätzen lässt 
sich för diejenigen von Menelaos noch ent- 
nehmen, dass die von den Eckpunkten des Drei- 
ecks nach einer Schnittgeraden gezogenen senk- 
rechten oder überhaupt parallelen Abstände zu 
je zweien im gleichen Verhältnis stehen, wie 
die von demselben Eckpunkte ausgehenden Teil- 
strecken der Seiten. 



Teilongsverhältnis m:n. Wählt man also 
die beiden ersten Punkte willkürlicb» oder 
— was dasselbe heisst — legt man die 
Gerade g beliebig durch das Dreieck ABCf 
so hat man nichts anderes, als in vierfaehem 
Beispiel an derselben Figur 62 den Satz 
von Menelaos. 

Ebenso stimmt auch die ümkehrung des 
Satzes in Aufgabe 209 des VI. Teiles in- 
haltlich und auch nahezu wörtlich fiberein 
mit dem Satze 21a, nämlich der ümkehmngr 
des Satzes von Menelaos. 



Aufgabe 124. Welche Eigenschaft haben 
alle vom Mittelpunkt einer Dreiecksseite aus- 
gehenden Strahlen? 



Auflösung. Für alle Strahlen durch den 
Mittelpunkt F der Seite AB gilt nach Me- 
nelaos: 

AF'BD'CE =z FB'DC'EA; 



Erkl« 8S0, Man erkennt im nebenstehen- , . . , . „ r»» i 
den Satze eine Verallgemeinerung und Zu- ^*"^ ^^t aber AF= FB, also : 
sammenfassung der bekannten Sätze, dass: BD*CE =: DC-EA 



Au^ben fiber die S&tae ron Menelaos and Ceva. 



133 



1) die Verbindnogsliiiie xweier Seitenmitten 
der dritte^ parallel ist, und daas: 

2) die Parallele darcb eine Seitenmitte nur 
zweiten Seite die dritte Seite halbiert. Denn 
Mittelpunkt und unendlich femer Punkt einer 
Dreiecksseite sind dann die beiden Ponkte, 
welche diese Seite (innen oder aussen) im Ver- 
hältnis 1 : 1 teilen. 



oder: 



BD 



ÄE 



DC '^ EC 
Man kann also die Behauptung aufstellen: 

Satz. Alle Strahlen durch den Mittel- 
punkt einer Dreiecksseite teilen die beiden 
anderen Seiten (die eine innen, die andere 
aussen) in gleichem Verhältnis. 



Aufjgabe 125. Man soll die üeberein- 
Stimmung der Aufgabe 210 des VI. Teiles 
mit dem Satze von Ceva einzeln ausführen. 

Figur 63. 




AuflSsung. In Aufgabe 210 des vorigen 
VI. Teiles waren zwei Punkte D^ und 2>, 
anf den Seiten a und c gewählt, jede mit 
der Gegenecke verbanden, und ebenso die 
dritte Ecke mit dem Schnittpunkt der ersten 
Verbindungslinie. Dann wird die dritte Seite 
so geteilt, dass: 

1) ÄD^iD^B = fff :n, 

2) BD^iD^C = n:pj 
folglich: 

8) AD. : D.C = m :p = ^^. 

np 

Dieselbe Beziehung bleibt bestehen, wenn 
statt je eines oder statt befder inneren 
Teilpunkte auf a und c der äussere gewählt 
wird; also kann man überhaupt die beiden 
ersten Punkte und damit den Schnittpunkt 
ihrer Ecktransversalen willkürlich wählen, 
und erhält in vierfachem Beispiel an der- 
selben Figur 63 den Satz des Ceva. Ebenso 
stimmt die ümkehrung des Satzes in Auf- 
gabe 210 des VI. Teiles inhaltlich und auch 
nahezu wörtlich überein mit dem Satz 22 a, 
der ümkehrung des Satzes von Ceva. 



Erkl. 840. In Figur 63 ist wieder: 
1) wegen P, ' ' * 



2) wegen P, 

3) wegen P, 

4) wegen P^ 



E,B 


D,C 


E^Ä 


ÄE^ 


BE^ 


CD^ 


E^B 


E,C 


D^A 


ÄD^ 


BE, 


CE^ 


D,B 


E^C 


E^A 


AD^ 


BD, 


CD^ 



= 1, 



DfB D^C D^A 



= 1. 



= 1, 
= 1, 



Aufgabe 136. Welche Eigenschaft haben 
alle auf einer Schwerlinie des Dreiecks sich 
schneidenden Eoktransversalen? 



AuflSsung. Für alle durch einen Punkt 
der Schwerlinie CF gehenden Ecktransver- 
salen gilt nach Ceva: 
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Erkl. 841« Die eine der für nebenstehende 
ÜnterBuchiLn^ in Betiadit kommenden drei Eck- 
transversalen ist die Schwerlinie selbst Auch 
der nebenstehende Satz (analog jenem in Auf- 
lösung der Aufgabe 124) wthält als besondem 
Fall eine Anzahl von fHÜieren einfachen Sätzen 
der Planimetrie, vergleiche z. B. die Diagonalen 
im Trapez. 



ÄF'BDCEzz: FB'DC'EÄ\ 

darin aber -4F= FB^ also: 

BD'CE= DC'ÄS 
oder: 

BD AE 



Also gilt: 



DC 



EC 



Satz. Zwei Ecktransversalen eineB 
Dreiecks durch einen Punkt der dritten 
Schwerlinie teilen die beiden anderen 
Seiten (beide ijinen oder beide aussen) im 
gleichen Verhältnis. 



I. 



Figur 64. 



II. 




Aufgabe 127. Man soll beweisen» dass 
alle Punkte P, für deren Verbindungslinien 
mit zwei Eckpunkten A und B eines Drei- 
ecks die unteren Abschnitte der anderen 
Seiten in bestimmtem Verhältnis stehen, auf 
einer Geraden liegen, welche die drei Seiten 
so schneidet, dass: 

ÄF\BF=z ÄY:ÄC=i BCiBX. 

Erkl. 842. In Figur 64, I, II ist: 
AF:FB = d:l 



Auflösung. 1) Zum Beweise des neben- 
stehenden Satzes zeigt man zunächst, dass 
die drei Teilpunkte F auf AB, X axtf BC 
und Y auf A C, welche die genannten Teilon^- 
verhältnisse liefern, auf einer Geraden liegen. 
Wenn nämlich: 

AY:ÄC = BC:BX, 
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gesetzt, folglich auch: 
oder: 

Daber ist auch: 
BX:AC=iBC:ÄYund ÄC'BC=AY'BX. 

Beiden Figaren liegt geDan dasselbe Dreieck 
zn Omnde: im ersten Falle ist AB innerlich 
geteilt, also: 

AF=^AB, FBz=^AB, 

4 4 

AF:FBz=Q:l', 

im zweiten Falle ist AB änsserlich geteilt, 
also: 

AFz=^AB, BF=^AB, 

AF:BF=i3:l, 
Ebenso in beiden Fällen: 

AY^B'AC, AY:AC=3:l 
und 

BX=:^BC, BC:BX=S:1] 
ö 

im «rsten Falle mit äusserer, im zweiten Falle 
mit innerer Teilung. 

Erkl. 848. Man siebt, dass X und Y selbst 
als Punkte der Geraden untere Abschnitte 
liefern, nämlich: 

Xilureh AX den Abschnitt BX auf a, 
durch BX den Abschnitt AC =^ b auf &, 

und ebenso: 

Y durch AY den Abschnitt BC = a auf a, 

durch BY den Abschnitt AY auf b. 

Und zwar gilt dies alles für beide Figuren 64 
I und IL 

Es sind also b und BX bezw. a und AY 
selbst untere Abschnitte der Seiten, und 
deren Verhältnis richtig, wie verlangt gleich- 
gross, da ja b:BX =: AY:a. Der Beweis be- 
steht aber darin, dass für alle Punkte der 
Linie XY dieselbe Eigenschaft nachgewiesen 
wird, wie fttr diese beiden festen Punkte. 

ErkL 844. In beiden Figuren 64 I und II 
ist fttr je drei Punkte P die Zeichnung gemacht, 
nämlich: 

P, so gewählt, dass durch BPj die Seite b 
äusserlich geteilt wird, wie: 

E^A:E^C= 2:1, 

also Seitenabechnitte AE^ auf d, BD^ auf a, 
und deren Verhältnis: 

2 
AE^iBD^ = 26:-g-a = 36:a. 

P. so gewählt, dass durch PP, die Seite h 
innerlich geteilt wird, wie: 

E^A-.E^C = 1:1, 



Bo ist nach bekanntem Propordonssatze auch: 
AY BC 



oder: 



AY—AC 
AY 



BC—BX 



BC 



CY " CX' 

Dies kann in dem Satze des Menelaos für 
Dreieck ABC: 

AF'BX'CY = FB' XC- YA 
oder: 

AF _ CX AY 

BF " BX ' CY 

eingesetzt werden, und es entsteht: 
AF _ CX BC __ BC 
BF "" BX ' CX '~ BX' 
Demnach Hegen nach Satz 21a die drei 
Punkte F, X, Y auf derselben Geraden, 
denn aus: 

AF _ AY _ BC 

BF "^ AC " BX 
folgt die Richtigkeit der Gldchung: 
AF'BX'CY =: FB'XC'YA. 

2) Sodann verbindet man irgend einen 
Punkt P auf dieser Geraden FX Y mit A 
und P, schneidet diese Verbindungslinie mit 
den Seiten AC in E und mit PC in A und 
untersucht die TeiluDgsverhältnisse AE : BD. 
Zn dem Zwecke setzt man für die beiden 
Verbindungslinien als Transversalen desselben 
Dreiecks CXY zweimal den Satz des Mene- 
laos an, nämlich ffir Transversale APD: 

CD'XP'YA — DX' PY' A C 
für Transversale BPE: 

CB'XP' YE = BX'PY'EC. 
Dividiert man diese Gleichungen, so bleibt: 
CD YA DX'AC 



oder: 



CB YE 



CD AY 



BX'EC 



DX CB 



EY AC " EC BX' 
Da nun nach Voraussetzung: 
AY _ BC 
AC ~~ BX 

ist, so kann hiermit wieder gekürzt werden, 
und es bleibt: 

CD _ DX 

EY "^ EC ' 
oder: 

CD:DX=EY:EC. 

Durch Addition bezw. Subtraktion ent- 
steht hieraus: 

{CD±DX):DX=(EY±EC):EC, 

also: 

CX:DX=CY:EC. 



136 



Ebene Elementar-Geometrie. VII. Teil. 



also Seitenabschnitte AE^ auf l, BD^ auf a, 
nnd deren Verhältnis: 



AE^'.BD^ 



-— 6 : -— a = 8 6 : a. 



P, so gewählt, dass durch BP^ die Seite h 
änsserlich geteilt wird, wie: 

E^A'.E^C=^ 1:3, 

also Seitenabschnitte ^JB'g anf d, BD^ auf a, 
und deren Verhältnis: 

AE^:BD^=^ — ft: — a = 36:a. 

Und diese Beziehungen gelten alle für beide 
Teile der Figur, bloss mit Unterscheidungen 
der Bichtung und so, dass in nebenstehender 
Ableitung von dem Zeichen + das obere + für 
J^,2>j, das untere — für E^Ü^, dasselbe Zeichen 
— mit Umstellung der Glieder für JE7,Z>, zu 
gelten hat. 

Erkl. 845« Man erkennt, dass das Ab- 
schnittsverhäitnis AEiBD = ris nicht allein 
durch das Teilungsverhältnis A F : FB =ztn:n 
bestimmt ist, sondern wenn letzteres gegeben 
ist als m:n, so wird: 

AEiBD = m-bin-aj 
oder: 

r nt b 





8 


n a 






Solches folgt schon aus dem Satze des Menelaos, 
da * 

AF m CX AY 

BF '^ n ^ BX ' CY' 


Wegen: 
r 

8 


AE 

BD ' 


AY 
a 


b 
" BX 




ist hierin einzusetzen 


m 
m 






AY — 

8 

r 
also: 


., CY: 

, CX: 
ar — 


= CB- 

b8 ar 


8 

BX= a 


-b 

b8 

r 


m 


r 


b8 


ar 

b8' 




n 


b8 


ar — b8 




_f 1 1*1 


r 


8 






folglich: 


r 

8 "~" 


m b 
n a 







Nun war oben gefanden: 

CB:CX=AY:CY, 
folglich auch hier durch Multiplikation: 

CB:DX= AY'.EC; 
und wegen: 

CB:BX= AY'.AC 

wird hieraus: 

BX\DX^AC\EC. 

Wiederholte Subtraktion liefert: 

(BX±DX) : {^AC + EC) = DX\ EC 

z^BC'.AY^BXiAC, 

oder: 

BD:AE=iBC\AY= BXiAC, 

was zu beweisen war. 

Es ist also für jeden Pankt P auf der 
Linie FXY das Verhältnis AD: BD kon- 
stant. Das Ergebnis lässt sich aussprechen 
als: 

Geometrischer Ortssatz. Der 
geometrische Ort eines Punktes P, für 
dessen Verbindungslinien mit den Eck- 
punkten A und B eines Dreiecks das 
Verhältnis der unteren Seiten- 
abschnitte einen bestimmten V7ert hat, 
ist diejenige gerade Linie, welche diesen 
gleichen Verhältniswert liefert zwischen 
dem untern Abschnitt auf a und Seite b 
und zwischen Seite a und dem nnteni 
Abschnitt auf Seite h — oder diejenige 
gerade Linie, deren obere Seiten- 
abschnitte darch die Eckpunkte änsser- 
lich (innerlich) beide ebenso geteilt wer- 
den, wie sie selbst die dritte Seite AB 
innerlich (äusserlich) teilt 



Aufgabe 128. Man soll in Figur 64 den 
wirklichen Wert des Verhältnisses der durch 
AP und BF abgeschnittenen unteren Seiten- 
abschnitte nachweisen. 

ErkL 846. Schon in Erkl. 153 ist all- 
gemein der Wert: 

AExBD = mb:na 

angegeben, welcher für Punkt F entsteht; und 
nach Aufgabe 127 gilt dieser für alle Punkte 



AufiSsung. Nach Erkl. 345 ist: 

r:s = (m«6) '.{n-a). 

Nun ist in Figur 64 der Wert m : n = 8 : 1 
gewählt, und h : a verhält sich nahezu wie 
3:4, folglich ist: 

r\8 = AEi\BD^ = AE^iBD^ = AC.BX 

= AE^:BD, = ^r:5C = -?-.4- = 9:4. 

1 4 
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P der Linie FXY. In der That ist für alle 
Fälle sowohl der Figur I als II jede Strecke 

äE bezw. ÄC oder AY nahCEU ^-r- mal so 

gross, als die xiigeh0rige Strecke BD bezw. 
BX oder BC, 



Aufgabe 129. Man soll für die in Fig. 64 
vorliegenden Transversalen PXY den wirk- *ä» t%.t^. «jt ^ 

liehen Wert der nach dem Satze des Mene- „ uf "Jl?^- ^* "" ^'^ ^* ^ ^^^ 

laos gleichgrossen Produkte aufstellen. ü^ru. d4J. 

Erkl. 847. Allgemein wäre: jB X = y a , XC = y «» 

AF = — ^-c, 5F = ^ — c, Cr= 2.6, F^ = 3.6, 

m + n m + n ^^ entsteht: 

-^-^ — ~' ^-^ — ;: , er— j , AFBX'CY='^c~a'2h=zFB'XC'YA 

also : beides = -jr- a • ft • c. 



mc 6« ar — hs 



2 



^F.BX.Cr=^;j-p^.-^^ — In Figur 64 II; 

beides 1 4 

m ar — 6ä . n ar— 6« BX=ya, XC = ya, 

= ; — • »oc = i^ — • »ac, 

«+»» ^ «»+« » cr=46, rj[ = 3q, 

denn nach voriger Erkl. 346 ist: go kommt: 

— -.5c = — af, -4F.AX.Cr = -5-c.-^a.46 = FB-XC- YA 

hervorgehend aus der Gleichung: — _L/..Aa, a* 

^ = ^.A beides = 2- aftc. ~2 ^ 

« na' 

Aus dieser letztem Beziehung folgt aber auch: 

2).«=r— .ra. £rkl« 848. Man beachte das auffallende 

m Ergebnis, dass in nebenstehender Antwort für 

Setzt man dies in vorigen Ausdrucken ein, die beiden Punkte F^ und F„ welche zu A und 

so wird: B harmonisch liegen, die reciproken Fak- 



ar 



1 1 = »ar toren -^ bezw. 2 zum Produkt ahc auftreten. 

ff^^f^ Dasselbe entsteht im vorstehenden allgemeinen 

&«, Ausdruck, da fttr äussere statt innere Teilung 

^ nur die Grösse n ihr Zeichen wechselt, aiso für 



also der ganze Ausdruck gleich — ■. a 6c fttr F. bleibt — — —'ahc, für F. aber 

beide Fälle. _ i ^ 



m — n 



—ahe. 



Aufgabe 130. Man soll für einen be- 
liebig gegebenen Punkt F auf i4^ diejenige 
Linie XF konstruieren, auf welcher Punkt F 

hin und her auf FXY verschoben werden Auflösung. Durch die Lage des Punktes 
kann, ohne dass das Verhältnis der entstehen- jF ist bestimmt das Teilungsverhältnis tn : n 
den unteren Seitenabschnitte eine Aenderung auf AB, Daraus lässt sich berechnen das 
erfährt. gleichbleibende Verhältnis r:s = mbina 
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der unteren Seitenabschnitte. Konstruiert 

n ._i A^A T * . _x :. Ti r^ ^ ™MÄ ^aun cUc Strecke: 
Erkl. 849. In Antwort der Frage 29 des 

VI. Teiles dieses Lehrbuches sind eine ganze AY = — .a=:— «6 

Beihe von Anflösnngen der An%abe gegeben, 8 n 

eine Strecke AY za konstruieren, für welche oder die Strecke: 
AY:b =:zfn:n, (Man kann z. B. BF von A i>Tr__*i,_** 

aus auf AB antragen gleich AF\ verbindet '^^---^•^ — — •«» 

F* C und zieht dazu die Parallele durch F, so , ^ , , 

trifft diese ^C in Y.) 80 erhält man sofort den Funkt Y oder den 

Funkt X, mit welchem man F za verbindea 
hat, um die gesuchte Linie zu erhalten. 



Aufgabe 181. Man soll durch einen ge- 
gebenen Funkt Fsxi einer Dreiecksseite AB 
eine Linie ziehen, so dass das Frodukt der 
auf den anderen Seiten gebildeten unteren 
Abschnitte gleich dem Frodukt dieser beiden 

ganzen Dreiecksswten wird. Auflösung. Die gesuchte Linie ist genau 

dieselbe, wie jene in voriger Aufgabe. Wenn 

ErkL 850« Bei der Art und Weise, wie Funkt F die Linie AB teilt im Verhältnis 
nebenstehende Auflösung dieser Aufgabe sich min, so sind die gesuchten Abschnitte dieser 
an die vorhergehenden Aufgaben anschliesst, Linie: 
muss eigentlich noch bewiesen werden, dass die ^ ^ 

Punkte F, X, Y auf einer Geraden liegen. AY =: — h, BX= a. 

Dies folgt aber aus der Anwendung des Satzes ^ ^ 

21a, denn fOr die drei Teilpunkte F^ X, Fist: Und für diese ist: 

AF=z i c, BF= ; Cj AY'BX= h a = a-b 

m-f-w m-|-n n m 

n n »t — n (vergl. Erkl. 350). 

tn nt tn 

AY = —'b, CF=— .»-6 = iül=^.6, 
n n n 

also: 

AF'BX'CY=-^~'^^^::^^ahe 

tn-f-n m n 

. =:FB'XC'YA, 

beides gleich: 

m — n . 

i — »aoc, 

m-\-n 

folglich liegen X, Y, F in derselben geraden 
Linie. 



Aufgabe 132. Wie gestalten sich die 
letzten fünf Aufgabe, wenn F Mittelpunkt 

von ^^ ist? Auflösung. Wird J^ Mittelpunkt von ^B, 

also CF in Figur 26 und 26, sowie XY in 

ErkL 861. Zieht man durch den Eckpunkt Figur 64 Schwerlinie des Dreiecks, 

C irgend eine andere Ecktransversale, oder g^ erhält man folgende Reihe von Ergeb- 

durch den Mittelpunkt von A B irgend eine an- «jggon . 

dere Transversale, verbindet deren Punkte der * 

Beihe nach mit A und B, und bildet das Ver- 1) Die Schwerlinie ist die einzige Eck- 
hältnis der so entstehenden unteren Seitenab- transversale des Drdecks, für deren Funkte 
schnitte A^ und BD, so liefert jeder andere ^j^ ^^^y^ Verbindungslinien mit den Eck- 
Punkt einen andern Wert dieses Verhältnisses; «„«i,*^« 4 ^^a d «Jw? a^t* q^^«-^« ^ ««^ jl 
insbesondere entstehen für Punkte vor und nach P'^f^,^^ j '»^^^ ^ *^./®''k5 w^ a^ a 
dem Schnittpunkt F mit c verschiedene «ntetehenden unteren Seitenabschnitte uli^m^ 
Werte dieses Verhältnisses: die Schwerlinie -ß^ stets (auch bema Durchgang des Punktes 
allein bildet die nebenstehend angegebene Aus- P durch AB vor und nachher) denselben 
nähme. Verhältniswert behalten. 



J 



Angaben Aber die Sftfeie yoü Meaelftos und Ceva. I39 

Erkl. 862. m:n ist das TeilaBffsyerhftltnis 2) Der Wert dieses Verhältnisses ist: 
der Seite e durch die Eck transversale, r : s das AE' BD zzzh-a 

Verhältnis der unteren Seitenabsehnitte , also .„ ,, ^^ 1 r^ * «,',.. 

r:8z=i AEiBD. Die VerbindnngsUmen der ™ *"*ö Punkte P der Schwerlime, denn da 

Punkte D und E in einem allgemeinen Falle tn = n, so ist : 
bilden einsog. Strahlenbüschel zweiter Ordnung: r m b b 

und dieses geht nur für die Schwerlinie Über ~8^ ^^ ~n^"a ^^ "a' 

in das Strahlenbüschel erster Ordnung, bestehend . 

aus den sämüichen Parallelen «ur Seite e. Es ist daher nicht nur: 

AEiBD = 6:a, 

*!^^\*^,K.^'*'S.'°*'*^'*'l*^'^''J^?.^i^^^ «ondern auch wegen a;BD = b:AE: 
von A B beliebige Transversalen und bildet das , um—/!. a jp\ h 

Produkt der von denselben gelieferten unteren '** B IJ) : a — (0 -- AE) 1 0, 

Seitenabschnitte, so entsteht immer ein anderer d. h. auch: 
Wert. Und wie für jeden andern Punkt der CE\BD=. (:a, 

Gnmdseite nach Au<^be 131 eine besondere ^^ j^t die Verbindungslinie ED stets par- 

Linie besteht, welche dieses Produkt gleich dem -ii^i j d ^ 

Produkt der Seiten ergibt, ebenso ist für den 

Mittelpunkt diese besondere Linie die Schwer- 3) Der Wert des Produktes im Satze des 

liiue. Menelaos ist für die Schwerlinie Null (ent- 



Erkl. 864* Man erkennt, dass die Schwer- 



sprechend der Antwort der Frage 52), denn 



m — n 



linie sowohl für den Satz von Menelaos, als — -r- — a&c = 0, sowie m = ti. 

auch für den von Ceva einen besonderen Fall ''•"t** 

liefert: Im erstem Fall liefert sie als Ecktrans- 4) Für den Seitenmittelpunkt ist die 

yersale den Wert Null der gleichen Produkte, Schwerlinie die einzige Linie, auf welcher 

im letztem Falle liefert jeder ihrer Punkte „•„ p-^i,* p v^k^ks«. 7«««k \.\L — ^ 1.«« «u^» 

einen leicht übersehbaren Wert der gleichen ein Punkt P beliebig (anch hin und her über 

Produkte. Bezeichnet nämlich f» die VerTiältnis- ;^) 75"^.'^®^/^ werden kann, ohne dass das 

zahl, nach der die Seiten a und b geteilt werden, Verhältnis der durch Verbindungslinien mit 

nämlich BDiDC :=z Vy also we^en der äussern ^ und B gebildeten unteren Seitenabschnitte 

Teilung AEiEC =i—v, so wird: eine Aenderung erfährt 

BD=z ^'^ DCz=: ^ ; 5) Für den Seitenmittelpunkt ist die 

v + l ' v + i ' Schwerlinie diejenige Linie, tür welche das 

>i j? — ^ h vr — ^ h Produkt ihrer unteren Seitenabschnitte gleich 

1 — »' ^^ " l^v ' dem Produkt der beiden Seiten selbst ist — 

_ , c . , denn diese Abschnitte, werden gleich den 

Da also noch ^F = PB = -^ , so wird: ^^^^ gg^jg^. 

AF'BD'CE = FB'DC'EA 

c a*v b abe v 



abe 



"" 2 (« + 1) (— F+l) 2 1 — t?«' 

Aufgabe 133. Man bestätige an der all- 
gemeinen Formel der Antwort der Frage 58 
die Ausnahmefälle der Sätze von Menelaos 

und Ceva in den Antworten der Fragen 62 Auflöiung. In der Formel: 

und 55. <*£ 

Erkl. 355. Bei ziffermässigen Ausrechnungen treten Ausnahmefälle ein, wenn u oder v = 

der Formeln in Antwort der Frage 58 und oder 00 oder gleich — 1 sind. Denn im ersten 

Erkl, 166 hat man stets auf das Vorzeichen Falle wird der ganze Ausdruck oder a>, 

der Verhältniszahlen u und v zu achten, wie jm letzten ebenfalls ». Das sind aber gerade 

solches in Erk . 161 tlbersichtlich dargestellt ist. ^j^ in den Antworten der Fragen 52 und 55 

Innere Teilung einer Seite liefert positives „^^^^^i^„«„ i?mii« t?k« ^i-T r> n 1 

Vorzeichen. Je nachdem man den Satz des a?g:<?gebenen Fälle. Für eine Parallele zu 

Menelaos oder des Ceva ansetzt, wird dann die einer Dreieckseite wird das Teilungsverhält- 

Teilungsart und damit das Vorzeichen für die »^ gleich — 1 wegen des oo fernen Schnitt- 

beiden anderen Seiten gleichartig oder entgegen- pnnktes. Für einen Eckpunkt (Menelaos) 

gesetzt (vergl. Sätze 23). oder Punkt der Seite selbst (Ceva) wird u 

oder V = bezw. 00 , also tritt der andere 
Ausnahmefall ein. 
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b) Ungelöste Aufgaben. 

Aufjg^be 134. Eine Transversale teilt 
eine Seite wie litt, wie teilt sie die an- Andeatnng. Die Anflösong dieser Aof- 
deren Seiten? gäbe ist analog der Anflösnng der Auf- 

gabe 124. 

Aufjgabe 135. Dieselbe Aufgabe für eine 
Transversale, die zwei Seiten im Verhältnis Andeutung. Die Auflösung dieser Anf- 
1 : n teilt. gäbe ist antdog der Auflösung der Auf- 

gabe 124 und Erkl. 339. 

Aufgabe 136. Eine Ecktransversale teile 
eine Seite wie 1 : n. Wie werden die anderen Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
Seiten durch die Ecktransversalen durch gäbe ist anzdog der Auflösung der Auf- 
Punkte der ersten Transversale geteilt? gäbe 126. 

Aufgabe 137. Man zeichne eine Linie 
nach dem unzagänglichen Schnittpunkt zweier Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
Geraden, gäbe ist anidog der Auflösung der Auf- 
gabe 126 und Erkl. 341. 

Aufgabe 138. Man suche den geometri- 
schen Ort für einen Punkt, von dessen Eck- 
transversalen auf den anderen Seiten untere *j^ T^. Ain« j. a^ 
Abschnitte imVerhältniswin gebildet werden. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gaben 127 und 128. 



Aufgabe 139. Man bestimme den Wert 
des Produktes nach Menelaos, wenn: Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

m:n = 3:4, r:8=:2:S. gäbe ist anidog der Auflösung der Auf- 

gabe 129. 

Aufgabe 140. Man bestätige Aufgabe 124 
an den Formeln der Erkl. 354. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung d^ Auf- 
gabe 133 und Erkl. 354. 



' ^ ' > -X(-^' »■ < ■' 



6) Aufgraben über die Anwendungen der Sätze 

von Menelaos und Ceva. 

(Zu Abschnitt 7.) 

a) Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 141. Man soll mittels des Satzes 
von Ceva beweiseUi dass die Mittelsenkrechten 

der drei Seiten eines Dreiecks sich in einem Auflösung. Um die drei Mittelsenkrech- 

Punkte schneiden. ^en des Dreiecks JKL (siehe Figur 65) zu 

V 1,1 oen rk • A X ^ j t? i>A untersuchen, verbindet man die Mittelpunkte 

auBg^?;»^ sl%'r itf Ä^JaLTso?^ ^^C der Sei^ durch d«l Gerade. Dl^ 

derlr Fall des Satzes in Anfeabe 124. Denn Geraden sind dann parallel den Gegenseitai, 

■was von jeglichem Strahl durch die Seitenmitte also sind die vorigen Mittelsenkrecliten des 

gilt, das gilt auch fttr die Mittelsenkrechte. Dreiecks JKL auch jetzt senkrecht anf den 
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Die nebenstehende Ableitang ist genan die 
entgegengesetzte zu jener, mittels deren im 
IV. Teile dieses Lehrbuches das Bestehen des 
Höhenpnnktes bewiesen wnrde. Dort folgt das 
Bestehen des Höhenponktes ans dem des Zen- 
trums der Seiten, hier umgekehrt. 



Seiten des Dreieeks ABC. Da sie aber 
jetzt von den Paukten ABC aasgehen, so 
sind sie Höhen dieses Dreiecks. För diese 
ist aber in Antwort der Frage 62 auf Grand 
des Satzes von Ceva bewiesen, dass sie darch 
einen Punkt gehen, also gehen auch die 
Mittelsenkrechten des Dreiecks JKL, da 
sie dieselben Linien sind, durch einen Pankt. 



Figur 65. 




Aufgabe 142. Man soll ein rechtwink- 
liges Dreieck konstruieren, von welchem die 
auf der Mittelsenkrechten der Hypotenuse 
durch die Katheten gebildeten Abschnitte 
gegeben sind. 




Auflösung. Analysis. Angenommen 
ABC in Figur 66 sei das verlangte Dreieck, 
also DEF die gegebenen Stücke. Dann ist 
wegen gleicher Winkel: 

^ADEessFDB, 
also * 

AD\DE=zFD\DB, 
oder: 

AD'DB = DE'DF. 

Nun ist aber: 



also: 



AD=DB = -^, 



DE'DFz=z(^. 



Erkl« 857. Es dient zur Vereinfachung der 
Au&abe, gerade den Halbkreis über EF zu 
wäUen. Jeder Kreis durch die Punkte E und 

F würde zwar die Tangente — liefern. Aber 

der Halbkreis liefert auch zugleich die Ecke C 
selbst, während andernfalls erst der Punkt C 
als Schnittpunkt der Linien AE und DF mit 
dem Halbkreis über AB erhalten würde. 

£rkl* 868. Für die anderen Mittelsenkrech- 
ten des rechtwinkligen Dreiecks würde dieselbe 



Demnach erhält man -^ als mittlere geo- 
metrische Proportionale der Strecken DE 
und DF, 

Konstruktion. Errichte den Halbkreis 
über EF, ziehe an denselben die Tangente 
DC von D aus, so ist: 

2)C2 = DE'DF = DB = DA. 

Beweis. D^ ^ECF Peripheriewinkel 
über dem Halbkreis ist, so ist der Winkel 
ein Eechter, also ABC ein rechtwinkliges 
Dreieck, und DEF seine Mittelsenkrechte. 
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Aafgabe onbeHtimmt, da dei Abstand EF ateta 
unendlich ffroaa ist nnd folglich DE füi viele 
Dreiecke gleich sein kann. 







Aufgabe 143. Uan beatimme den wirk- 
licheo Weil der HenelaosBchen Prodakte fOr 

die Seiten des Höhen fuBSpunktedreieckB eines . _, „ , n ,. . «-^ 

j)j.glg(.^B Aulonng. Von den Seiten des Höben- 

fnBspnottedreieckB DEF in Figur 67 wird 
Krkl.8ß». Nach den in Antwort der Frage 63 die Seite des Dreiecks ABC geteilt im Ver- 
mitgeteilten Werten wird: bältnis p : q innen nnd aaseen, also entstehen 

oi — b^-j-c« _ qi -|- (1 _|- (S die TeUstrecken dnrch UnltipUkatJon der 
2c a« Seiten mit — r — imd — ~ — , je nachdem 

— <^v innere oder änssere Teilang siattflndet. Daher 
ist z. 'S. fäi DE das Prodnkt: 
ÄF.-BD-CE= BF,CD-AE 



= (ai_fc. + c«4 



9«" 



-4a- 9» = 



-P'-Ph 



fPaPbPe 



also gleich: 

Pa-Pb-Pc--— 



(ai~b* + e^(--ai + b> + ei) 
und für Seite FI/ der Wert: 



" Babißt — b*) 



(a» + 6i — «t) 

*« + <> 



(at — 6» + c«) (— o« + 6« + c«). 



Angabe 144. Man beweise, daes ein 
beliebiger Punkt einer Schwerlinie solche 
Ecktransversaleu liefert, deren Schniitpnnkte 

auf einer ParaUelen znr Grnndaeite liegen. AnflSsnng. Nach dem Satze in Auf- 
gabe 126 mttssen die Teilstrecken snf beiden 
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Erkl. 860. Man kann die nebenstehende geschnittenen Seiten gleiches Verhältnis ha- 
Ansführimg dacu benützen , nm eine gegebene ben, also sind die Yerbindangslinien ihrer 
Strecke in eine verlangte Anzahl von gleichen Endpunkte parallel. 
Teilen zn teilen. __^^___^__^ 

Aufgabe 146. Man soll den Satz 19 

mittels des Satzes von Menelaos beweisen. Auflösung. In Figur 56 und 57 sind 

die drei Aehnlichkeitspunkte SiS^S^ anzu- 

Erkl.861. SUtt des Dreiecks A^AtÄi hätte sehen als Punkte auf den Seiten (bezw. deren 

man ebensowohl das Dreieck B^B^B^ oder auch Verlängerungen) des Dreiecks AiA^A^. Nun 

C^C^C^ wählen können; denn die drei Seiten gelten wegen jedes einzelnen dieser Aehnlich- 

jedes dieser Dreiecke gehen durch die drei ^eitspunkte die Proportionen: 

Punkte S,S^8^. a q a q i q a q 

Und ebenso wie im nebenstehenden: -^i^ • -^t^« — «i • c,, ^^sf^ : ^^Oi — c, : Cg, 

A,8^'A^S,^A^S^ = A^S^'A^8,'A^S^, A^8^:A,8^ = c^ic,. 

würde auch entstanden sein : ^^^^ gliedweise MnltipUkaüon dieser drei 

so nc HC Rc no rq Proportionen entsteht: 

oder: A^8t'A^8^'A^8^:A^8s'At8^^Ai8^ 

C,S,^C,S,^C,8,^C,8,.C,S,.C,S„ ^^^, = c.-vc. ic^-c^-c. = 1, 

Erkl. 862. Für jedes der Dreiecke A^ A^A^ ^i^^' ^« 5?^ • ui, 5, = ^, ^ . A^ Sj • A^ 5,. 

oder B^B^B^ und OjC,C, sind in Figur 56 die Demnach sind S^S^S^ drei Punkte auf 
Paukte 8^8^ innere Punkte, 8^ ein äusserer den Verlängerungen oder zwei innere und 
Punkt. Also gelten jedesmal die Voraussetzungen ein äusserer Punkt auf den Seiten des Drei- 
des Satzes 21a bezw. 23a, ^^^ j^ßQ, die auf derselben Geraden 

liegen. 



Aufjgabe 146. Man soll nachweisen, dass 
immer für zwei Punkte der Ebene und 
auch immer für zwei Gerade derselben 
der gleiche Wert des Produktes 

nach den Sätzen von Menelaos und Ceva Auflösung. 1) Wenn in Figur 681 und 
entsteht. 11 für den Punkt P die gleichen Produkte: 

AF^'BD'CEzzz BF^'CD'AE, 

und für die Gerade D^E^F^ die gleichen 

Produkte : 
Erkl. 868. Das Teüverhältnis einer Strecke AF^-BD.-CE, = BF^-CD^-AE, 

durch einen Punkt hat im Mittelpunkt der entstehen, so ändert sich an allen Werten 
Strecke den Wert +1, im unendlich fernen dieser Gleichungen gar nichts, wenn gleich- 
Punkte den Wert - 1, und geht in den End- ^^ ^^^^ .^^^8 Teüpunktes einer Seite der- 
punkteu der Strecke selbst durch die Werte . ^r® ^^„„i,ix ,«i^j j^« ^;«c..ik.^ q^i*^ {>» 
bezw. 00 hindurch. Man erkennt also, dass J«"*&« ^""Z^^^^ ^""hn^! .^^'!^n! ^^'i^ ^ 
durch Vertauschung eines Teilverhältnisses mit röC*Pr®^®° Verhältnis teUt. Macht 
seinem reciproken Wert die Art der Teilung man also in Figur 68 1 und II immer in 
erhiaten bleibt als innere bezw. äussere, nur entgegengesetzter Richtung AF^ = AF\, 
mit symmetrischem Punkte gegen den Mittel- BD^ = BD^ bezw. BD* = BD und CE^ 

Punkt: für 0<x<\ wird oo>i->l, also = ^^i» «« ^^^^ ^ff^^^«* ^ ^'^^'^• 

„ ^ x^ ' AF.^BD.CE^^AF^'BD^CE^, 

Pund Q zwischen den Endpunkten; und um- ^ 

gekehrt für l<a:<oo wird 1>^>0. An- AF^'BD'CE^z= AF^-BD^-CE^ 

derseits liefert 0>a;>~l auch* FolgUch Hegen auch die drei Punkte 

Y D^E^F^ auf einer Geraden, und es gehen 

— 00 < — < — 1 auch die Verbindangslinien der Punkte D* E^ F^ 

A 1 V-* 1 ^ ;i /i V. lu j ^^^^ denselben Punkt Q. 

und umgekehrt, also P und Q ausserhalb der «v „t j u . j ^ t» i.i. r» • 

Endpunkte. 2) Wenn dabei der erste Punkt P ein 

innerer Punkt des Dreiecks war, so waren 

die Teilungen seiner Ecktransversalen alle 
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Fi^r 68 1. 





Erkl. 864. In Fi^r 68 1 ist P mneriialb 
des Dreiecks, Q innerhalb des Dreiecks, aber fttr 
alle drei Winkelhalbierenden anf en^egenge- 
setzten Seiten. In Fi^r 68 II ist P ausserhalb 
des Dreiecks, aber im Innenwinkelranme des 
Winkels A. Daher auch Punkt P ausserhalb 
des Dreiecks und zwar im Scheitelwinkelraume 
desselben Winkels Ä, 

In Figur 681 trüft die Gerade D^E,I'\ 
die Seiten b und c innen, a aussen. Daher 
trifft 2>2^,jF\ dieselben Seiten b, e innen, 
a aussen. In Figur 68 II aber teilt D^E^F^ 
ebenso wie D^E^F^ jede der Dreiecksseiten 
ausserhalb. 



Erkl« S65* Es kann vorkommen, dass für 
einen Punkt, etwa P^, durch irgend welche 
Beweisführung der gleichzeitige Durchgang 
dreier Ecktransversalen nachgewiesen wird. 
Dann ergibt die nebenstehende Ueberlegun^, 
dass ausser diesem Punkte P^ auch noch ein 
Punkt Q^ von derselben Eigenschaft besteht. 

Ein Beispiel dafür bietet die in folgender 
Aufgabe besprochene Figur 69. Ftir jene folgt 
der Durchgang der Geraden AD^^ BEq, CF^ 
und der entsprechenden durch die Punkte P^, 
9], ^, Q^ auch aus den im folgenden 
VIII. Teile zu beweisenden Sätze von Brianchon. 
Und die vorliegende Ueberlegung beweist dann, 
dass diesen vier Punkten sidi die anderen vier 
Punkte Qqj P„ P„ P, entsprechend zugesellen. 



drei innere Teilungen, also wird auch der 
zugehörige Punkt Q ein innerer Punkt 
(siehe Figur 691). War aber der Punkt P 
ein äusserer Punkt, so ist zu unterschei- 
den, ob er im Scheitelwinkelraume oder im 
Innenwinkelranme seines zugehörigen Drei- 
eckswinkels gelegen ist In beiden Fällen 
aber entstehen durch seine Ecktransversalen 
eine innere und zwei äussere Teilungen. 
Also entsteht auch Punkt Q durch eine 
innere und zwei äussere Teilungen derart, 
dass zwei zusammengehörige Punkte P und 
Q je im Innenwinkelraum und Scheitelwinkel- 
raum desselben Dreiecks winkeis gelegen 
Bind (siehe Figur 68 II). 

8) Wenn die erste Gerade ^ alle drei 
Dreieckseiten ausserhalb ihrer Seitenstrecken 
trifft, so muss dasselbe auch von der en^ 
sprechenden gelten (siehe Figur 68 U). Wenn 
dagegen die erste Gerade g nur eine Seite 
aussen, die zwei andern innen trifft, so muss 
auch die entsprechende Gerade dieselben 
zwei Seiten innen und dieselbe dritte Seite 
äusserlich teilen (siehe Figur 681). 

4) Es bestätigt sich also auch hier, dass 
nie ein Punkt und eine Gerade den- 
selben Wert des Produkts liefern können, 
sondern stets entgegengesetztes Vorzeichen 
bestehen bleibt 



Aufgabe 147. In wiefern bestätigen sich 
die Ergebnisse der vorigen Aufgabe in der Auflösung. In Figur 69 sind Punkte 
Antwort der Frage 68? mit gleichem Produkte nach dem Satz des 

Ceva viermal vorhanden: 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ausführliche Prospekt and das ausführliche bi- 

haltsyerzeichnis der ,,vollBtändig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

l). Jedes Heft ist aafgeschuitten und gut brochiert, um den sofortigen und danern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jeies einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementapreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver^ 
zeichnis ist, wie ans dem Prospekt er sichtlieh, ohne, jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, was sich Überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Kegeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollstfin'iig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbnch für Schüler aller Sohulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vor2ÜglichBte Lehrbuch 
zum Selbststudium, das vortrelilichste Nachsohlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

InhaltsYerzeicLnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Stuttgart. 
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-< ^PlÄüimetrie). 7. Teil. 

AeftnHeblceH 4tf geradlinigen Figuren. 
kts.jy, Heft 1340. — Seite 145—160. 
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Vollstä&clig gelöste 

Aufgaben - Sammlung 

- fietot inhäogeB ungelöster Aufgaben, fiir den Schnl- & Selbstonterricbt — 

mit 

iB^be ud EBtwicUDBg d«r bemtzten Satze, Formeln, Regeln in Fragen und Antf orten 

erläutert durch 

viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 

aus allen Zweigen 

der Rechenkunst, der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen n. sphärischen 
Trigonometrie,' synthetischen Geometrie etc.) u. höheren Matliemal ik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral -Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Haumes etc.); — 
aus ftlJen Zwetgren der Physik, Mechanik, Graphostatik, Chemie, GeodSsie, Nautik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brileken- u. Hochbaues; der Konstruktionslehren «Is: darstell. Geometrie, Polar- u. 

Parallol-PerspectiTe, Schattenkonstruktionen etc. etc. 

für 

Schüler, Stndierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs et<5. 

zum einzig rtchllgen und erfolgreichen 

Studium zur Forthtilfe bei Schularbeiten und zur rationellen Terwertnng 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolph Kleyer, 

Mathematiker, Tercidetor kOnigl. prenss. Feldmesser, vereideter grosih. hessiacher Geometer I. Klasse 

in Frankfurt a. M. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 



Ebene Elementar-Geometrie (Planimetrie), 

Siebenter Teil. 

Die Aehnlichkeit der geradlinigen Figuren. 

Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. Dr. J. Sachs. 

- Seite 145— 1(;0. Mit 9 Fijyfuren. 



Fortsetzung von Heft 1340. 



1 n h A i t : 



Gelöste and migelOste Aufgaben Über die Anweiulungen der Sätze von Monolaos nnd Ceva« — Gelöste 
und ongelOste Aufgaben Über die Anwendung der Aehnlirhkcitsmetliode zur Aullösung geometriecbor 

AufgabtMi, — Ergobiiisse der ungelösten Aufgaben. 
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Das voHst&ndige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnlickeg zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 /^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Matliemalik , Pliysik. 
Mechanik 9 math. Geographie 9 Astronomie 9 des Haschinen- 9 Strassen- , Eisenbahn-, 
Brttcken- nnd Hoehbanes^ des konstrnktlTen Zeichnens etc. etc. und zwar iu Tollst&ndi^ 
gelöster Form^ mit Tielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und .Entwiekelnng der 
benntzton Sfttze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh In Ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reloen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benatzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsyerzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen ttber das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch- naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. nnd II« Ord.y gleich- 
bereebtlgten höheren Bflrgerachalen« Frivatschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Fro- 
gjmnasien, Sohnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerksehnlen, 
Gewerbetohnlen, Handelsschulen, techn, Yorbereitungssehulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungstehiilen, Akademien, Universitäten, Land- nnd ForstwissengehaftsschnleD, 
Militärsehnlen , Yorbereitnngs* Anstalten aller Arten als z. B fOr das Einjährig-Frei- 
willige- nnd Offlzlers-Examen, etc. 

Die ScbQler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen unJ 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die flberaus grosse Frnchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stfltze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlern ang des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zn verwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnls für den Schul-Unterricht wird dadurch erbalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berofs- 
zweigcn vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchbandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — - Wünsche, Fraj^en etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., P'ischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt, 

Stuttgart. Die Yerlagshandlong. 
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Figur 69. 




Erkl. S66« Es bildet eine Bestätigung der 
Erkl. 364, dass P^ und Qq gleichzeitig im Innern, 
alle anderen Ptinktepaare gleichzeitig ausserhalb 
liegen, nämlich je einer (Q^Q^Qz) im Aussen- 
winkelraum zweier Eckpunkte, und der dritte 
{PJP^PJ^) im Scheitelwinkelraum des dritten 
Eckpunktes. Ausserdem ist in Figur 69 be- 
merkenswert, dass von den acht Punkten PQ 
je zwei mit einer Eeke des Dreiecks auf der- 
selben Geraden liegen, nämlich: 



AP^P, und ÄP^Q^ 
ÄQ,Q, und^P.ft 



BPoP, und BP^Q, 
BQ,Q^ und BP,ft 

CP^P^ und CP^Q^ 

CQ^Q^ und CPjÖi. 



Pq und Qq, beide im Innern des Dreiecks, 
mit Produkt {s — a){8 — h) {s — c) ; 

Pi und Qj, beide ausserhalb des Dreiecks 
und im Winkel bezw. Scheitelwinkel A^ mit 
Produkt s{8 — h){8 — c) ; 

P^ und ^g, beide ausserhalb des Dreiecks 
und im Winkel bezw. Scheitelwinkel B, mit 
Produkt 8{8 — c){8 — a); 

P, und Qg, beide ausserhalb des Dreiecks 
und im Winkel bezw. Scheitelwinkel C, mit 
Plrodukt 8 {8 — a){8 — h). 



Anfjgabe 148. Man konstruiere und unter- 
suche das Viereck aus einem Eckpunkte des 
Dreiecks, dem Mittelpunkte der Gegenseite, 

sowie dem Mittelpunkte des eingeschriebenen Aufldsune. 1) Zur Untersuchung des 
Kreises und dem Schnittpunkte der Ecktrans- Vierecks CMLQ in Figur 70 zieht man den 

Sa eh 8. Ebene Rlementar-Geometrie. VII. 10 
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yersalen nach den Beiührnngsponkten der 
drei Ankreise. 

Fignr 70. 




Erkl* 867. Die drei Seitenmitten des Drei- 
ecks ABC sind im nebenstehenden bezeichnet 
als J (auf a), K (anf h), L (anf c). Die Buch- 
staben ABC bezeichnen die Eckpunkte, DEF 
die verschiedenen Bertthmngspnnkte , H den 
Höhenpnnkt, J, K, L die Seitenmitten, M die 
Mittelpunkte der Berührungskreise, ^ den Mittel- 
punkt des Feuerbachschen Kreises, den Mittel- 
punkt des Umkreises, P, Q die Schnittpunkte 
der Ecktransversalen nach den Berührungspunk- 
ten der In- und Ankreise, 8 den Schwerpunkt. 

Erkl. 808. Als Ergebnis des ersten Teiles 
nebenstehender Auflösung kann man aussprechen : 
Jede Ecktransversale nach dem Berührungs- 
punkte des gegenüberliegenden Ankreises ist 
parallel zur Verbindungslinie des Mittelpunktes 
des Inkreises mit dem Mittelpunkte derselben 
Dreiecksseite. 

Erkl. 869. Wenn M^ F^ = g^ = M^ X, so 
ist FqX ein Durchmesser des Inkreises; ebenso 
treffen AQ und DqMq einander im Endpunkte 
des Durchmessers MqDq^ und M^J ist auch 
parallel AQ, 



m 

Badins MF^ des Berührungskreiaes; derselbe 
trifft die Transversale CQ in X. Dum bil- 
den die Strecken CM^ und CM^ die beiden 
Paare ähnlicher Dreiecke CMqDq^^CM^D^ 
und CMqXc^CM^F^. Darin ist: 

und 

Folglich durch Division: 

-MJ, DqI MqX = Jfj Dj : M^ F^, 
Nun ist aber: 

und 8 8« 

also auch: 

If^Z = Pjj = M^F^, 

Femer ist: 

^F, = JBFo = « — c, 

also L nicht nur Mitte von AB^ senden 
auch von F^F^. Demnach sind 11^ und L 
die Seitenmitten des Dreiecks F^F^X, folg- 
lich M^L II F^X oder ML \\ CQ, d. h. das 
Viereck CMLQ ist ein Trapez. 

2) Zieht man noch die Linie JL, so ist 
im Dreieck JLMq jede Seite parallel einer 
Seite des Dreiecks ACQ, also: 

/\JLM^9S3ACQ, Cq\LM^ — AC\JL, 

Nun ist aber JL als Mittelparallele des 
Dreiecks ABC gleich der Hälfte von AO, 
also auch CQ\LM^^=^2\\, oder in dem 
Trapez CMLQ ist das Verhältnis 
der Parallelseiten gleich 2:1. 

3) Zieht man nun noch die Diagonalen 
des Trapezes CMLQ, so schneiden diese 
einander in einem Punkte S und zwar so, 
dass (nach Satz 15 des VI. Teiles): 

QSiSM^ = CS:SL=: QC:M^L = 2'A. 

Nun ist aber L Seitenmitte, also OL 
Schwerlinie, und deren Teilpunkt nach dem 
Verhältnis 2:1 ist der Schwerpunkt des Drei- 
ecks. Folglich gehen die Diagonalen 
des Vierecks CMLQ durch den Schwer- 
punkt des Dreiecks ABC. 



Erkl. 870. Da im Dreieck F^F^X aneh 

JfoL = -^ FjX, und auch (nach zweitem Teil 

^ 1 

obenstehender Auflösung) M^^L =^ -^CQ, so 

ist F^X= 2'MqL = CQ, d. h. X ist ebenso 
weit von C (oder von F,) entfernt, wie Q von 
F^ (oder von C), 

£rkh 871. Ebenso wie das Viereck CMLQ 
wird auch AMJQ und BMKQ je ein Trapei 
mit Verhältnis 2:1 der Grundseiten und zwar 
alle drei mit gemeinsamer Diagonale 
QM* und gemeinsamem Diagonaien- 
schnittpunkt S, 
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Angabe 149. In welche Beziehung tritt 
nach dem Vorhei^henden der Funkt Q zu 
den von früher bekannten vier merkwürdigen 
Punkten HM NO des Dreiecks ABC? 

Erkl. 872. Der dritte Teil nebenstehender 
Auflösung folg^ aus Antwort der Frage 24 des 
VI. Teiles. Im Trapez HMOQ ist: 

und ebenso: 

HN=zNO:=zl^ HO, HS = 2. SO = y HO. 



Aufi$sung. 1) Nach früheren Sätzen 
(Abschnitt C des IV. Teiles dieses Lehr- 
buches, besonders AntVorten der Fragen 159 
bis 166) liegen auf einer Geraden die Punkte 
OSE so, dass die Strecke OH durch S 
geteilt wird im Verhältnis 1:2, und darch 
N geteilt wird im Verhältnis 1 : 1. 

2) Nun liegen (nach voriger Auflösung) 
ebenfalls auf einer Geraden die 
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Folglich: Punkte MSQ so, dass diese Strecke 

TS = ^QMuiiaNS=.^OH, ^?/."?^o^ geteilt wird im Ver- 

o b naltni8l:2. 
also: 

TN\QH:=: STiSQ = 1:^, 3) Folglich bilden die Geraden IT und 

TN: OM ^ ST: SM =1:2. Q^ einen Winkel im Punkte S, auf dessen 

Schenkeln sich verhält: 
Erkl. 87S. Um die Bedeutung des Punktes qs-, SM = HS: SO = 2:1, 
r zu erkennen, beachte man, dass die Seiten , ,. ' ,. ^^ J -n i ♦! Wi/^/i/io 
des Dreiecks JKL der Seitenmittelpunkte par- ^^^ j^^^^Srirl?^ .?^ i ^. m^ 
allel denen des Dreiecks ABC, nnd dass JTU so, dass HMOQ die Ecken eines Tra- 
parallel der HalbierungsUnie uilfo des Winkels pezes bilden, dessen Grundseiten 
A ist. Denn auch die Strecken MT nnd AJ HQ \\ OM und HQ = 2 OM, nnd dessen 
bilden im Punkte S einen Winkel, auf dessen Diagonalen durch S gehen und ein- 
Schenkeln TS: SM =z 1:2 =z JS:SA, also ander dort teilen im Verhältnis 2:1. 
•^^'Il^^- Die Mittelpunkte N und T dieser 
Demnach sind: Diagonalen sind Mittelpunkte des 
JT\\AM, KT\\BM, LT\\CM, Feuerbachschen Kreises bezw. des 
nämlich Winkelhalbierende des Dreiecks JKL Inkreises des Dreiecks JKL; und 

der Seitenmitten. Folglich ist r der Schnittpunkt rp^u nvurnur tat ^ nur ^ un 

der Winkelhalbierenden des Dreiecks JKL, TN\\QH\\OM, TN =-^0M =-^ HQ, 

also Mittelpunkt des Inkreises dieses Dreiecks. .. ji^^^^v,.^^ ^«„ „i„ ^«♦««•^«i^o-j «. 

4) JDetracntet man als entsprecnend zu- 

Erkl. 874. Dass die Verbindungslinien der i^®<^^^"®^ö Elemente Umkreis und In- 
SeitenmittenJiTL mit den Mittelpunkten Z/FFT kreis eines Dreiecks, also ^ M, so 
der oberen Abschnitte der Transversalen nach Q entsprechen weiter nach der gegenseitigen 
einander in T treffen und daselbst halbieren, Zuordnung der beiden Diagonalen des Tra- 
foigt aus den Eigenschaften des Trapezes u4J/Jö. pezes HifOß dieEadien^O, BO, CO des 

Da nämlich MJ\\AQ und MJ = —A0 ist, Umkreises den Winkelhalbierenden Strecken 

. 2- AM, BM, CM; dem Punkte S derselbe 

so muss JfJ = ec^ sein, wenn CT Mittelpunkt Punkt S, also die Schwerlinie sich selbst 

^''''t'^'t I^'^^^V'^y^'^SA^'^^^^^^^^ zugeordnet; dem Punkte H der Punkt Q, 

gramm, und deshalb treffen sich die Diagonalen ,^ i W,., >< ir irr ai ct j» ot!! 

MQ und JU im Mittelpunkte T und halbieren **8^ f«" ?^^^° ^^^^^ ^^. "^f ^^' 

einander daselbst. Ebenso halbiert MQ in T versalen AQ, BQ, CQ. Den Mittelpunkten 

auch die Strecken KV und LW. der oberen Höhenabschnitte und deren Ver- 
bindungslinien mit den Seitenmitten entspre- 

Erkl. 875« Dass der Inkreis des Dreiecks chen die Mittelpunkte der oberen Abschnitte 

JKL den Punkt T als Mittelpunkt hat, folgte der Transversalen AQ, BQ, CQ und deren 

'rS^Mii'^^M- 373 aus der Parallelität yon Verbindungslinien mit der gegenfiberliegenden 

JT\\MA. Nun ist aber JT dieselbe Linie Q^:*^„^:**r a..^ «.^^^^s^-f«»^« (^au^iiT^^^\,^^ 

wieVr, also auch ÜT\\MA. fzr aber trennt Seitenmitte, dem gemeinsamen Schnittpunkte 

die Schenkel des Winkels VÜW, die ebenfalls ??^, Halbierungspunkte N der ersteren Ver- 

parallel den Schenkeln des Winkels BA C sind, bmdungslinien , als Mittelpunkt der Strecke 

Ist aber MA Winkelhaibierende des Winkels HO, entspricht der gemeinsame Schnittpunkt 

BAC, so ist auch die Parallele 17 T Winkel- und Halbierungspunkt T der letzteren Ver- 

halbierende des Winkels VÜW. Ebenso ist bindungslinien , als Mittelpunkt der Strecke 

Fr als Parallele zu BM Winkelhalbierende QM, Dem Feuerbachschen Kreise um JV als 

iv^I^utwV^Ku'^^.^r^^^^^ f' gemeinsamem Umkreis des Dreiecks der 

'^^JZ''..d.TX Kir«s £ It^-t'- -d ^er MiUelpunkte^er ober^ 

kreises für das Dreieck UVW der Mittelpunkte Höhenabschmtte entspricht der Kreis um T 

der oberen Abschnitte der Transversalen nach Q. ^^ gemeinsamer Inkreis des Dreiecks der 

Seitenmitten (als selbst entsprechend) und der 
Erkl. 876. Dass UVW parallel ABC ist, Mittelpunkte der oberen Abschnitte der Eck- 
folgt leicht aus der Thatsache, dass UV, VW, transversalen nach Q; dem Schnittpunkte 
»rp der Reihe nach die Verbindungslinien der des Feuerbachschen Kreises, nänüich dem 

ärXl^na'c^^ SÄVfif ' sfife^' ^et1 ^^'f^^^'^ '^'Ä^n' i" "^"^"^T 

Dreiecks VVW parallel und gleichgross den t^n der oberen Hohenabschnitte entsprechen 

Seitendes Mittendreiecks J^L (und auch denen ^^ Berührungspunkte des Kreises um T, 

des Dreiecks der Mittelpunkte der oberen Höhen- nämlich die Schnittpunkte der Ecktransver- 

abschnitte), nämlich parallel und halb so gross s^leu nach Q mit den Seiten des Mittendrei- 

wie die Seiten des Dreiecks ABC selbst. Die ecks bezw. die Schnittpunkte der Seiten des 
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Dreiecke VVW und JKL sind kongnient nnd Dreiecks der Mittelpnnkte der oberen Trans- 

in perspektivischer Lage mit Punkt T als Mittel- versalenabschnitte sowohl mit den Verbin- 

pnnkt der Eentrischen Symmetrie und deshalb dungslinien der Seitenmitten mit M, als auch 

gemeinsamem Mittelpunkt des Inkreises. ^.^ j^^^ ^^^ Berührungspunkte des Inkreises 

mit Q, 

5) Ein weiterer Gesichtspunkt der ent- 
sprechenden Zuordnung unter den fünf Pnnk- 
Erkl. 877. Die Lage der Berührungspunkte ten HMOQS ist derjenige, dass man dem 
des Inkreises um T für die Dreiecke JKL Dreieck ABC das Dreieck der Seitenmitten 
nnd VVW findet man folgendermassen: Nach jKL zuordnet, wobei S als selbstentspre- 
^^'P\^^ 1'° V^ ^^ ^ir»= ^^' *^*.? chender Punkt gemeinsamer Schwerpunkt und 

feSifttefpr^^^^^^^ r;je? a^SeT^e^ f T ^ ^'f^lÄl TS^^ ^' 5^^^ 

wird durch die Mittelparalilie Jü: dTs Dreiecks ^Qtch S zu Aehnhchkeitestrahlen, die alle 

ABC. Demnach sind im Dreieck QMX die d'"'^'^ ^ geteilt werden im Verhältnis 2:1. 

Punkte R und T Seiteumitten, BT Mittelpar- In dieser Hinsicht entsprechen sich: der 

allele, also ÄTH XJfF^ oder AT ebenso wie Höhenpnnkt H des Dreiecks ABC dem 

X^F, senkrecht auf ^Ä, auf Ja; und auf Höhenpunkte des Mittendreiecks; letzterer 

LV Demnach sind auch m Figur 71 die beider- p^„j^^ g ^^ Mittelpunkt des Umkreises von 

seitigen Fusspunkte dieser drei Senkrechten wie j dT, j ' -iri** 1 u* \t a rnT u u 

Ä-r auf deS Dreiecksseiten von JKL und ^^^, dem Mittelpunkte J^T des (Feuerbach- 

ÜVW jeweils der Berührungspunkt des In- »eben) Umkreises von JKL, da: 

kreises. Wegen der zu T ebenfalls zentriseh- c v — -L Qn 

symmetrischen Parallelen: öA— ^ ö^. 

LKW WV und JM\\ UQ Ebenso, wie nun Q für ^BC der Schnitt- 

ist der Berührungspunkt R' auf W V zugleich punkt der Ecktransversalen nach den Be- 
der Schnittpunkt von TT r mit JH, so dass die rührungspunkten der Ankreise ist, so rauss 
Berührungspunkte der Dreiecke J^L und ^^^^ ^ ^^^^^^^^ Schnittpunkt der Ecktrans- 

CK FT je entgegengesetzte Endpunkte derselben , yttt 5u a^ "d>.««i « 

drei DirchSr durch T sind (auch wegen versalen von JKL nach den Beruhrungs- 
der zentrischen Symmetrie). pnnkten der Ankreise des Dreiecks JKL sein. 

Demselben Punkte M als Mittelpunkt des 
Inkreises von ABC entspricht der Punkt 7 
als Mittelpunkt des Inkreises von JKL, Aus 
dieser Art der Anschauung folgt ohne alle 
Erkl. 878. Im Dreieck ^4 Bö der Figur 70 Zwischenbetrachtung, dass: 
ist nun aber UV Mittelparallele, schneidet also MJ\\AQ vn^ MJ ^ ^AQ, 

QFf, im Mittelpunkte, und im Dreieck XQf\ 2 

der Figur 70 ist JRT Mittelparallele, schneidet sowie: 

daher QF^ ebenfalls im Mittelpunkte. Also ^rT-~^ji# 

müssen auch in Figur 71 dieselben drei Linien JT\\AM und JT ^ -^AM, 

QD^, B'T und WV durch denselben Punkt . ,. t^ •,. ^ tt t a 1-. . 
gehen, nämlich den Mittelpunkt von QD^, d. h. ^»»s die Radien der Um-, In-, Ankreise von 
QD^ geht durch den Schnittpunkt von WV Ji -K", L halb so gross sind, als jene von 
nnd W T und MJ und wird dort halbiert. A, B, C, u. s. w. 

Aufgabe 150. Man soll die Lage der 
Punkte P und ö in Figur 69 und 71 für 

die besonderen Dreiecke untersuchen. Auflösung. 1) Ist ein Dreieck gleich- 
schenklig mit Spitze C, so fallen die 6e- 

Erkl, 879. Die Figuren 72 und 73 sind raden CFq und CF^ zusammen, so dass die 

dem lY. Teile dieses Lehrbuches entnommen, Punkte Pq, Qq, sowie P3 und Q^ mit Mq, if, 

woselbst die gegenseitige Lage der sog. vier auf diese Symmetrieachse zu liegen kommen, 

merkwürdigen Punkte des Dreiecks und des Die Punkte Pj, Pj, sowie Q^, Q^ werden je 

Feuerbachschen Kreises behandelt werden. Da entsprechend symmetrische Punkte beider- 

die Punkte T,Q, P zu den genannten in die .^ ^ ^^^^^^ j^^f ^^^ ^^hse liegen nach 

emfachen Beziehungen treten, welche m voriger - „, .^ ri^*«*^k»««««« «-*i. At^ ^.l^» n 

Aufgabe besprochen wurden, so kann es dem ^f^eren Betrachtungen auch die Punkte 0, 

Studierenden überiassen bleiben, für mögüchst -»» ^j ^1 ^f ^olghch faUen die beiden 

verschiedene Fälle von Dreiecken die zugehörigen Diagonalen des Trapezes HMO Q in Figur 71 

Figuren selbst zu zeichnen. aof die gleiche Linie zusammen. Und man 
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Figur 72. 





Erkl. 880. Während die Punkte und H 
für das stumpfwinklige Dreieck ausserhalb des 
TJmrings, für das rechtwinklige auf den Um- 
ring zu liegen kommen, so müssen die Punkte S 
und M stets im Innern bleiben. Letzteres gilt 
nach der Natur ihrer Entstehung ebenfalls für 
die Punkte P, Q, T. Man kann also umgekehrt 
den Schluss ziehen, dass 8 und M sogar stets 
so weit ins Innere des Dreiecks fallen müssen, 
dass auch die Verlängerung tou MS um das 
Doppelte über S hinaus noch einen im Innern 
liegenden Punkt Q geben muss. 

Erkl. 881. Man beachte, dass beim Er* 
scheinen einer Symmetrieachse des Dreiecks die 
Strecken OH und MQ nicht mit gleichartigen, 
sondern mit entgegengesetzten Richtungen zur 
Deckung gelangen, dass also stets zur Deckung 
gelangen die Bichtungen SM, SN, SH und 
entgegengesetzt die Bichtungen SQ, ST, SO; 
im rechtwinkligen Dreieck stets Q und T auf 
diejenige Seite der Schwerlinie, welche die 
grössere Kathete enthält, gegenüber von M. 



kann daher in den Figuren 72 die Lage der 
Punkte Q und T leicht erkennen, wenn man 
auf der Achse HO die Strecken antrftgt: 

SQz=2SM, 8T=^SM. 

2) Im gleichseitigen Dreieck fEdlen 
mit allen Punkten ff, 0, M, N, S auch die 
drei Punkte Pq, Qq, T in den Mittelpunkt 
des Dreiecks: Umla*ei8, Inkreis, Neunponkte- 
kreis für sämtliche Dreiecke ABC, JKL, 
UV VT werden konzentrisch und zum Teü 
auch identisch. 

3) Im rechtwinkligen Dreieck kami 
man ebenfalls aus Figur 73 entnehmen, wo- 
hin die Punkte T und Q zu liegen kommen, 
indem man wie oben die Strecke MS Ober 
S hinaus um die Hälfte verlängert bis T, 
und um ihr Doppeltes yerlängert bis Q. 

Die Strecke IT ist in Rgur 71 die 
grössere. Nur wenn ein Winkel des Drei- 
ecks sehr klein wird (wie "=^y in Figur 721). 
wird SO < SM, und dadurch auch die drei- 
fache Strecke OH<MQ. 



Figur 73. 




r 
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An^be ISl. Man soll die verschiedenen 
Lagen der „SimBonschen Geraden'' unter- 
suchen (vergleiche Frage 69). 





Figur 74. 
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Auflösung. Die Senkrechte auf die Sehne 
eines Kreises trifft die Sehne in einem 
innern Punkte, wenn sie von einem Ereis- 
punkte ausgeht, der auf dem kürzeren der 
von der Sehne ausgeschnittenen Kreisbogen 
liegt, oder auf dessen diametral gegenüber- 
liegendem, d. h. zentrisch- symmetrischen 
Kreisbogen; dagegen wird eine Sehne in 
einem äussern Punkte getroffen, wenn die 
Senkrechte von einem solchen Kreispunkte 
ausgeht, der ausserhalb der beiden im End- 
punkte der Sehne errichteten Senkrechten 
liegt Dadurch erhält man fdr jede Sehne 
zweierlei Kreisbogen, also für die drei 
Seiten eines Dreiecks sechserlei Kreis- 
bogen, deren Punkte verschiedene Lagen 
der Fusspunkte der Senkrechten liefern. Dabei 
kommt es aber, wie Figur 74 auch in der 
Zeichnung aufweist, nie vor, dass drei innere 
Punkte entstehen, und auch nur beim stumpf- 
winkligen Dreieck kennen alle drei Pankte 
ausserhalb der Dreiecksseiten geschnitten 
werden. Sonst aber hat man stets zwei 
innere und einen äussern Punkt 
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Erkl. S82« In Figur 74 ist an den einzelnen 
Kreisbogen durch + Zeichen angegeben, ob 
innere (+) oder äussere (— ) Teilung einer 
Seite stattfindet, wenn von einem Pui&te des 
betrachteten Kreisbogens die Senkrechte auf 
diese Seite gefällt wird. So bedeutet + a — h 
4- e am Bogen ^ C in Figur 74 1 , dass die 
drei Senkrediten yon einem Punkte dieses Bo- 
gens auf die Seiten a, h, c, die Seite a innen, 
h aussen, c innen durchschneiden. 



Erkl. 888. Fig. 74 1 enthält alle drei mög- 
lichen Zusammenstellungen der Seiten a, 6, c 
zu je zwei -|- mit einem — , nämlich: 

BCunäCB" 
h 
c 
a 

Beim rechtwinkligen Dreieck dagegen kann 
die Hypotenuse nie aussen getroffen werden, 
daher fehlt dort das Paar Bogen mit — 1, und 
man hat nur viererlei Kreisbogen. 

Beim stumpfwinkligen Dreieck wird die 
längste Seite nie allein aussen getroffen, son- 
dern immer mit beiden anderen Seiten zu- 
sammen. Daher dort — a, — 5, — c, aber sonst 
die vier übrigen wie in den beiden anderen 
Fällen. 



Auijgabe 152. Man soll die Sätze 28 auf 
die Eckpmikte der sog. Ergänzungspar. Auflösung. Sind E, F, G, Hin Figur 75 
allelogramme in Figur 76 anwenden. ^ie TeilpunkUj der vier Seiten a, b%, d 

eines Parallelogramms so ist: 
AE = QB 

EB = ca 

BF = HA 

CF = DH 

also AE'BF'CÖ'DH=:EB'FC'GD'HA. 
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Erkl. 884. In Figur 75 ist sofort erkenn- 
bar, dass: 

^ÄEP9^PFCc^äBC, 

folglich auch Parallelogramm: 

AEPH^^ PFCGc^ABCD. 

Folglich bilden auch die Eweiten Diagonalen 
dieser Parallelogramme gleichgrosse Winkel mit 
der ersten gemeinsamen, d. h. die Diagonalen 
EH, FG, 5 D sind parallel. Dies stimmt über- 
ein mit dem nebenstehenden Ergebnis, indem 
der OD ferne Punkt von BD als Schnittpunkt 
anzusehen ist. Fflr einen ausserhalb ÄC ge- 
legenen Punkt P fällt diese ParallelitÄt von 
selbst fort. 



Folglich mttssen sowohl die Verbindungs- 
linien von EF und GH durch denselben 
Punkt der Diagonale AC^ also auch jene 
von EH und FG durch denselben Punkt 
der Diagonale BD gehen. 

Ganz dasselbe Ergebnis entsteht aber auch, 
wenn der Pankt F nicht auf der Diagonale 
ACf sondern in einem beliebigen Punkte im 
Innern des Parallelogramms gelegen ist. 



Aufgabe 153. Man soll dieselbe Aufgabe 
mittels der Aehnlichkeitsmethode lösen. 

Erkl. 886. Während die Auflösung der Auf- 
gabe 152 für j eden Punkt im Innern des Par- 
allelogramms wörtlich dieselbe blieb, gilt die 
nebenstehende bloss für die Figur 75 der Er- 
gänzungsparallelogramme. Jene behält z. B. 
ihre Geltung für die Figuren 18, 19 und 20 im 
V. Teile dieses Lehrbuches; die nebenstehende 
Auflösung dagegen gilt für 18 und 19, nicht 
aber für Figur 20 daselbst. 

Erkl. 886. Als eine Figur mit drei Paaren 
perspektivisch ähnlicher Figuren fällt die Fig. 75 
auch in den Geltungsbereich des Satzes 19: 
Aehnlichkeitspunkt für AB CD und AEPH ist 
A, für ABCD und PFCG dagegen C, also muss 
für AEPH und PFCG der Aehnlichkeitspunkt 
auf der Verbindungslinie von A und C liegen. 



AuflSsung. Da in Figur 75 Parallelo- 
gramm: 

AEPHCS3ABCD c« PFCG, 

und die Diagonale AC allen dreien gemein- 
sam ist, so sind je zwei dieser Parallelo- 
gramme in perspektivischer Lage, und der 
Aehnlichkeitspunkt liegt auf der gemeinsamen 
Linie AC, Dorch diesen Aehnlichkeitspunkt 
müssen aber gehen die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte, z. B. von E und F, H und 
(7, d. h. diese Verbindungslinien 
schneiden einander auf der Diago* 
nalen ÄC. Entprechende Elemente je zweier 
Figuren sind femer die Diagonalen EH, FG, 
BD, folglich müssen wegen der perspek- 
tivischen Lage beider Figuren diese Dia- 
gonalen parallel sein. 



b) Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 154. Man soll in Fignr 66 
Z)^ = ^jF' setzen, und den Erfolg beobachten. Andeutung. Die Auflösung dieser Anf- 

gabe ist anidog der Auflösung der Auf- 
gabe 142. 



Aufgabe 166. Man bestimme den Wert 
des Produktes nach Menelaos für D^E^F^ Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
in Figur 67. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 143. 
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Aufgabe 156. Man bestimme den Wert 
des I^daktes nach Ceva für die Punkte P Andeutung. Die Anflösnng dieser Anf- 
in Figur 67. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 143. 



Aufjgabe 167. Man lasse einen Punkt P 
auf einer beliebigen Ecktransversalen sich 
bewegen und beobachte die Schnittpunkte 

der durch ihn gehenden beiden anderen Eck- Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
transversalen, gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 144. 



Aufgabe 158. Man wende Aufgabe 144 
an zur Teilung einer Strecke in n gleiche Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
Teile. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 144. 



Aufgabe 159. Man soll das Ergebnis 
der Aufgabe 146 in Worte fassen. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist ansdog der Auflösung der Auf- 
gabe 146. 



Aufjgabe 160. Dieselbe Aufgabe für das 
Ergebnis der Auflösung der Ai^gabe 147. Andeutung Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist ancQog der Auflösung der Auf- 
gabe 147. 



Aufgabe 161. Man soll Erkl. 368 in 
anderen Werten ausdrücken. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist antdog der Auflösung der Auf- 
gabe 148. 



Aufgabe 162. Welches Ergebnis liefert 
ErkL 370? Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 148. 



Angabe 163. Man soll den zweiten Teil 
der Auflösung der Aufgabe 149 üi einem Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
Satze aussprechen. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 149. 



Auljgabe 164. Dieselbe Aufgabe für den 
vierten Teil derselben Auflösung. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 149. 



Au^be 165. Dieselbe Aufgabe für den 
fünften Teil derselben Auflösong. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist an^og der Auflösung der Auf- 
gabe 149. 
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Aufgrabe 166. Welche allgemeine Eigen- 
schaft ist durch Erkl. 378 bewiesen? Aadentnng. Die Aoflösnng dieser Auf- 
gabe ist analog der Auflösung der Auf- 
gabe 149. 

Aufgabe 167. Man betrachte dasselbe 
Ergebnis fOr die Ecktransversale des Be- Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
rüJ&ungspunktes des Inkreises. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 149. 



Aufgabe 168. Man suche eine Anwendung 
des besonderen Falles der Aufgabe 152 auf Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
das aOgemeine Viereck. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 152. 



Aufgabe 169. Man soll Satz 28 b in 
anderen Worten ausdrücken. Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

gabe ist anidog der Auflösung der Auf- 
gabe 152. 



7) Aufgaben über die Anw^endungr der Aehnlichkeitsmethode 

zur Auflösungr greometrischer Aufgraben. 

(Zu Abschnitt 8.) 

a) Geifiste Aufgaben. 

Auljgabe 170. Von einem Dreieck sei 
gegeben das Verbältnis der drei Höben: 

und der Umfang u des Dreiecks der Höben- 

fussponkte. Man soll das Dreieck kon- Auflosung. Da in jedem Dreiecke: 
strnieren. r t r 111 

a b e 

Erkl. 887. Man erkennt leicht, dass die so verbalten sieb die Höben eines solchen 

Mannigfaltigkeit der Aufgaben nach vorstehen- Dreiecks, welches die Höhen des verlangten 

der Art eine völlig unbegrenzte ist, da 'die Dreiecks zu Seiten hat, wie: 
Auswahl und Zusammenstellung der Bestim- l i l 

mungsstticke völlig willkürlich ist. Zur Be- ha' ihb* ihe' =—: — :— = a:b: <?, 
Stimmung der Gestalt des Dreiecks benutzt ha hb he 

man die Winkelgrössen und Seitenverhältnisse, also wie die Seiten des verlangten Drd- 

zur Bestimmung der Grösse die gegebene ecks. Man zeichnet daher aus den Strecken 

Strecke. w, w, 2?, deren Verhältnis dasselbe ist, wie 

i?*iri ofifi A««k ;i;^ t>«««- ^ 11 A'^ jöß^s der Höhen, ein Dreieck: die Höhen 
Erkl. 888. Auch die Beweise all dieser ja^„^„ n^^,v«i,« x^^^n^^*^ ^^J ^^^ji^^ «i- 
Au%aben sind genau analog. Das gefundene ^^^J^^ Dreiecks benfitzt man wieder als 
Dreieck hat zwar nicht unmittelbar die verlangte Seiten a , 6 , c eines neuen Dreiecks; und 
Streckengrösse durch Abtragung erhalten, aber dieses ist dem verlangten ähnlich. Man 
da in ähnlichen Dreiecken a : a' = w : u' sein zeichnet also in demselben das Dreieck der 
muss, so ist mit a auch die verlangte Grösse u Höhenfusspunkte, zeichnet dessen Umfang uf 
sichergestellt. Der zweite Teil des Beweises und konstruiert aus der Proportion «':K=a':a 
über das Verhältnis der drei Höhen ändert sich die gesuchte Seite a des verlangten Dreiecks. 
je nach Wahl der Bestimmungsstücke. Dj^g^g entsteht aus Seite a mit den Winkeln 

des vorigen Dreiecks a'b^c\ 
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Aufgabe 171. In ein Dreieck soll ein 
Parallelogramm mit gemeinsamem Winkel a 
gezeiehnet werden, dessen Seiten sich ver- 
halten wie m:n, während seine Gegenecke 
anf der Höhe he liegt. 

ErkL 889* Die beiden Endpnnkte von m und 
n liefern die Diagonale eines Parallelogramms mit 
Verhältnis der Seiten m : n nnd <^ a. Aehn- 
lichkeitspnnkt dieses Parallelogramms nnd des 
yerlangten ist A^ also liegen anch sämtliche 
Eckpunkte anf der dnrch Ä nnd diesen einen 
Diagonalenmittelpnnkt gehenden Diagonalen. 



AnflSsnng. Trägt man anf den Schen- 
keln b nnd c des Winkels a die Strecken m 
nnd n an, verbindet die Endpnnkte und zieht 
die Ecktransversale von A dnrch den Mittel- 
ponkt dieser Verbindnngsstrecke, so schneidet 
diese die Höhe he im verlangten Eckpunkte 
des Parallelogramms. 



Anfjgabe 172. In ein beliebiges Dreieck 
soll ein anderes mit gegebenen Winkeln 
so eingezeichnet werden, dass eine seiner 
Seiten eine gegebene Richtung hat 



AnflSsnng. Man kann diese Aufgabe anf 
genau dieselbe Weise lösen, wie es in Ant- 
wort der Frage 82 mit dem gleichseitigen 
Dreieck geschehen ist 



Aufgabe 173. Man soll ein Fünfeck 
von gegebener Gestalt zeichnen, in welchem 
das von den Diagonalen gebildete Fünf- 
eck einen gegebenen Flächeninhalt habe. 

Erkl. 890. Die Verwandlung eines Fflnf- 
ecks in ein Quadrat kann auf verschiedene 
Weise geschehen. Mit am kürzesten ist die- 
jenige nach Aufgabe 267 des V. Teiles dieses 
Lehrbuches. Dabei macht man zunächst aus 
dem Fünfeck nach der gewöhnlichen Weise ein 
Viereck, aus diesem unmittelbar ein Rechteck 
durch die Mittelparallelen der Diagonalendrei- 
ecke, nnd zuletzt aus dem Rechteck ein Quadrat 
mittels der Höhe im rechtwinkligen Dreieck. 



AnflSsung. Man konstruiert in einem 
beliebigen Fünfeck von gegebener Oestalt 
nnd Seite a' das Fünfeck der Diagonalen, 
verwandelt dieses in ein Quadrat mit Seite s* 
nnd anch die gegebene Fläche in ein Qua- 
drat mit Seite s. Konstruiert man dann nach 
der Proportion «' : « = a' : a , so hat man 
die Seite a des gesuchten Fünfecks. Denn 
das Diagonalenfünfeck dieses so erhaltenen 
Fünfecks erhält, wenn es in ein Quadrat 
verwandelt wird, die Seite «, hat also den 
verlangten Flächeninhalt. 



Angabe 174. Man soll ein Viereck be- 
rechnen, von welchem jeder Winkel um die 
Hälfte grösser als der vorhergehende ist, 
und das Produkt der vier Seiten gleich einer 
gegebenen Grösse E. 

Erkl« 891. 

27 + 18 + 12 4- 8 «5 

8 " 8 * 



also -s- « = 360, 11 = — 2= — 
o od 

_ 676 __ 4 

"" 13 -^^^TF' 



8»72 
13 



Dann ist: 
13.72 



ß = 



18 



= 66 



6_ 

18' 



y=.2^=.^^ 



18 



13' 
7 



' = -l3~ = ^^^l3r- 



AnflSsong. Sind die Winkel a, |3, /, d, 

also: 

3 8 ^ 9 ^ 3 . 27 

80 weiss man, dass: 



« + /S + y + <r = 3600 = -^.« 



oder: 



4 6 90 

« = 44^ , ß = 66-:;^ , y = 99 



13 



<r = 149 



13 

7 
18 ' 



13 ' 



Konstruiert man nun ein Dreieck mit diesen 
Winkeln und Seite a' und misst seine Seiten, 
so gibt das Produkt derselben eine Grösse e. 
Damit nun diese Grösse e zu E werde, setzt 
man: 
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Oder man rechnet die Hälften: 
13"' T-^^lB' 



= 22 



2 -"*** 



13 



erhält also: 



4 __ 4 

ä' : « = \/e : V^, 



und addiert diese jeweils zum vorherg^ehenden 
Winkel. 



«y^ Mit dieser Seite a konstmiert man dann 

Erkl. 892. Die Grösse y y ist die Grösse ein ähnliche» Viereck, nnd erhält damit das 



X der Antwort in Frage 84, mit welcher man die verlangte. 
Längengrössen der vorläufigen Fignr so 
multiplizieren hat, nm die der gesuchten Figur 
zu erhalten. Alle derartigen Aufgaben sind 
natürlich keine eigentlich konstruktiven Auf- 
gaben, sondern greifen über in das Gebiet der 
algebraischen Geometrie. 



Aufgabe 175. Man soll einen Kreis 
konstruieren, welcher durch zwei gegebene 
Punkte geht und eine gegebene Gerade be- 
rührt. 

Figur 76. 




Auflösung. Seien P und Q die gege- 
benen PuDkte, f die gegebene Tangente, so 
zeichne man zunächst die Mittelsenkrechte 
von PQ und sodann einen beliebigen 
Kreis, dessen Mittelpunkt M auf der Mittel- 
senkrechten liegt und der die Gerade f be- 
rührt. Wählt man dann den Schnittpunkt 
A der Mittelsenkrechten und der Tangente 
als Aehnlichkeitspunkt, so werden ÄPwnA 
AQ Aehnlichkeitsstrahlen, und die ei-stere 
Linie trifft den Kreis um Jlf in ^ oder C. 
Ordnet man nun zu P erst den Punkt B 
als entsprechenden zu, dann den Punkt C, 
so entsteht zum Radius BM der entspre- 
chende parallele Strahl PX, zu CM der 
entsprechende parallele Strahl PY. Daher 
ist wegen: 

BMz=zCM=MD±f 

sowohl : 

PX=QX=XE±f, 

als auch: 

PY= QY= YF±f 

Folglich sind X und Y die Mittelpunkte 
der Kreise, welche durch P und Q gehen 
und die Gerade f berühren. 



Erkl. 898. Die vorstehende Angabe ist 
dieselbe, wie die in Antwort der Frage 73 des 
vorigen VI. Teiles gelöste. Dort wird man auf 
die Verwandlung eines Eechtecks in ein Qua- 
drat zurückgeführt: 

TP' TQ = YE^ = TF^. 
Hier geschieht die Lösung mittels der Aehn- 
lichkeitsmethode, indem die Figur der drei 
Geraden Blf, MD, ^perspektivisch ähnlich liegt 
zu PJST, XE, f bezw. CM, MD, f zu PY, 
YF,f. 



Angaben über die Auwendung der Aehnlichkeitsmeihode etc. 157 



Erkl« 894* Obgleich die vorstehende Auf- 
gabe infolge der Anwendung der Aehnlichkeits- 
methode auf die Kreislinie strenggenommen 
bereits zum Inhalte des folgenden VIII. Teiles 
dieses Lehrbuches gehört, wurde dieselbe doch 
an dieser Stelle aufgefCUirt, um die allgemeine 
Verwendbarkeit dieser Aehnlichkeitsmethode zu 
zeigen, da derselben im folgenden Teile eine 
selbständige Berücksichtigung nicht weiter zu 
teil werden kamu 



b) Ungelöste Aufgaben, 

Aufgabe 176. Ein Dreieck zu kon- 
struieren aus dem Verhältnis p:q:h und Andeutung. Die Auflösung dieser Anf- 
a-\-b. gäbe ist andog der Auflösung der Auf- 

gabe 170. 



Aufgabe 177. In ein Dreieck ein Qaadrat 
einzuzeichneD, das zwei Ecken auf a und by Andeutung. Die Auflösung dieser Anf- 
eine Seite anf c hat. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 171. 



Angabe 178. Einem gegebenen Ehom- 
bus ein ebensolches mit gegebenen Winkeln Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
einzuBchreiben. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 172. 



Aufgabe 179. Ein gegebenes Quadrat in 
ein inhaltsgleiches regelmässiges Sechseck Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
zu verwandeln. gäbe ist anidog der Auflösung der Auf- 

gabe 173. 



Aufgabe 180. Ein rechtwinkliges Drei- 
eck zu zeichnen mit Winkeln von 30^, 60^ 

90^ in welchem das Produkt der Badien der , _ tx. * 1»» j. Ar 

drei Ankreise QaOb'Qc gegebenen Wert hat, ^Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 

^ ^ gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 174. 



Aufgabe 18L Einen Ereis zu zeichnen, 
der durch gegebenen Punkt P geht und Andeutung. Die Auflösung dieser Auf- 
zwei gegebene Tangenten berührt. gäbe ist analog der Auflösung der Auf- 

gabe 175. 



• ■ > ■» ^)K-<' •' ^^ - 



Ergebnisse der ungelösten Aufgaben. 



6« Tapetenmuster gleicher Art in verschie- 
denen Grössen; gleichartige Pressungen 
auf Bucheinbänden; eine Zeichnung und 
ihr durch ein Vergrösserungsglas oder 
Verkleinerungsglas gesehenes Bild; ein 
Gegenstand und sein im Vergrösserungs- 
oder Verkleinerungsspiegel gesehenes 
Gegenbild (letztere beiden Fälle aller- 
dings unter Ausschluss der Ränder der 
Büder). 

7* Eine menschliche Figur, deren Statue 
und das Modell eu letasterer; überhaupt 
Modelle und deren thatsächliche Aus- 
führungen; ein „Satz^ ineinander ge- 
steckter Büchsen oder Schalen u. s. w.; 
eine Landesgegend und eine genaue 
Reliefkarte derselben. 

8« Aehnliche Gestalt bei ungleicher Grösse 
haben: Gegend und Karte, Stadt und 
Stadtplan. 

Gleiche Grösse bei ungleicher Gestalt 
haben : Grossherzogtum Hessen und preuss. 
Regierungsbezirk Arnsberg (138 Quadrat- 
meilen); die französischen Departements 
Indre und Morbihan (6 796 qkm); Vier- 
waldstädtersee und Müritzsee (113 qkm). 

Gleiche Gestalt und Grösse haben: 
Zwei oder mehr nach identischem Plane 
gebaute Wohnhäuser oder Kirchen oder 
so angelegte Gärten u. s. w. 

9* 1) Rhomben von verschiedenen Seiten, 
aber gleichen Winkeln ; 2) Rhomben mit 
verschiedenen Winkeln, aber gleichem 
Inhalt; 3) Rhomben mit gleichen Seiten 
und Winkeln. 



10, 1) 7:14:17-^, 



o^ 1 2 5 



3)|-\/lO:-i'/IÖ: 1/10= Vlfi 

: \/M : VTÖ. 
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«•r 8'V 
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12. 10:1) 



2' 
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2) 



6' 



3) 



v/io 



= V0,i ; 



11 : 1) f, 



2)4. 



3) ^. 

V 



18. Nein; denn: 

2 + 3<6, 6 — 2>3, 6-8>2. 

14. Man zeichnet eine beliebige Strecke der 
Fi^. 3 dreifach (bezw. halbsogross), \i^ 
beiderseits die kongruenten Winkel an, 
dann wird die nächste Seite dreifach 
(bezw. halbsogross) u. s. w. 

16. Wenn der Gegenwinkel gleich 90o ge- 

d 
worden, so wird der Bruch -: — zwar 

sma 

auch noch kleiner mit zunehmendem <^a, 
aber nur dadurch, dass a rascher ab- 
nimmt als a. 



81. Wird als Voraussetzung angesetzt: 

und 

so wird der Beweis buchstäblich derselbe, 
wie jener in Auflösung der Au^be 16. 

82. Liegt Punkt P ausserhalb des Dreiecks, 
aber doch im Innenraum eines der Drei- 
eckswinkel, so erleidet Auflösung der 
Au^be 17 gar keine Aenderung; liegt 
P im Scheitelraum eines Dreieckswinkels, 
so m u s s für diesen Eckpunkt das nette 
ähnliche Dreieck im Scheitelwinkel des 
vorigen liegen, was im vorhergehenden 
Falle nur manchmal vorkommen konnte. 
Jedesmal aber hat man alle sechs Lö- 
sungen, wie in der Aufgabe 17, und auch 
die drei Paar hinzutretender ähnlichen 
Dreiecke. 

Liegt aber P auf einer Dreiecksseite 
selbst, so geht die Parallele zu dieser 
Seite verloren, nicht aber irgend eine 
der Antiparallelen samt deren Ergeb- 
nissen ; man hat also dann nur noch ftinf 
Lösungen, und die sämtlichen neuen 
Dreiecke stossen an diesem gemeinsamen 
Punkte zusammen. Selbst wenn Pnnkt 
P in einen Eckpunkt des Dreiecks selbst 
einrückt, bleiben noch zwei Lösungen der 
Au%abe übrig, gebildet durch zwei Anti- 
parallelen durch diesen Eckpunkt, welche 
mit der Gegenseite ein gleichschenkliges 
Dreieck bilden. 

88. Die Angabe des Umfangs eines Dreiecks 
liefert auf den Schenkeln eines der Drei- 
eckswinkel die Berührungspunkte des 



Ergebnisse der ungelösten Angaben. 
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Ankreises der Gegenseite fsiehe Satz 24 
des IV. Teiles dieses Lehrbuches) ; man 
erhält also diesen Ankreis selbst und 
seht an denselben eine Tangente, welche 
der ursprünglichen Seite parallel oder 
antiparallel ist. 

S4. Da: 

ahe _ F _ ^ 

F F 

^* = T:::^^-' ^« = 7=7' 

worin : 

^=: ]/*(« — a)(« — 6)(« — c), so 

entsteht nnmittelbar durch Ersetzung von 
a = x-a' XL s. w. 



oder: 



r = X'T 



Q = x»q 



r : r' =: ^ : p' = • • • = a : a' = • • • 

85. Wird Winkel a in Figur 43 beibehalten 

a 
und ß yergröBsert über 90 — ^ hinaus, 

so rückt Punkt F über A hinaus, Punkt 
Ä liegt auf der Strecke FG\ wird ß 
= 90», so wird FG unendlich und zwar 
in den beiden einander ähnlichen Drei- 
ecken ^£C und A'B'C. Wird ß stumpf, 
so fällt Punkt B ins Innere der Strecke 
FG, Wird ß stumpf und ausserdem: 

«>900-|-, 

so liegt FG ganz ausserhalb der Seite 
AB jenseits B (z. B. ^ = 1200, a > 300). 

86. Ist in Figur 43: 

OF = »*0*F\ FG = ar.F'ö', 

so ist auch: 

OF + FG'\'GO 
= xO'F' '{-xF'G''\-xG'(y 
= X (0* F' + 2?" G' + Ö' 0'), 

also auch: 

{0F-\'FG+GÖ)\{0'F'+F*G*-\-G'O') 

= a : a' = a?. 

87. Ein Beispiel eines andern Aehnlichkeits- 
Satzes (anschliessend an Au^be 21) 
wäre das folgende: Dreiecke sind 
ähnlich, wenn sie übereinstimmen in 
einem Winkel und im Verhältnis der 
dazu gehörigen Winkelhalbierenden zu 
einer anstossenden Seite. 

88« Ist von einem Dreieck gegeben der Win- 
kel a, das Verhältnis m : c und eine Höhe, 
so wählt man beliebige Qrundseite e', 
le^t Winkel a an und beschreibt um den 
Mittelpunkt von c' einen Bogen mit sol- 
cher Länge m', deren Verhältnis zur au- 
fgenommenen Strecke e' das verlangte 
ist. Im so entstehenden Dreieck zieht 
man die entsprechende Höhe, verlängert 



oder vericflrst sie auf die verlangte Grösse 
und sieht durch den neuen Endpunkt 
die Parallele zu e*, 

89« Bei Vergrösserang oder Verkleinerung 
der Länge im Verhältnis: 

— , 1 — , 2 — • • • 
a' 2' 2 

wird die Fläche vergrössert oder ver- 
kleinert im Verhältnis: 



1 ^ 26 
4* 4'T 



. . 



umgekehrt die Länge im Verhältnis: 

40. Bei jedem rechtwinklig gleichschenk- 
ligen Dreieck ist der Winkel einer Hal- 
bierungslüiie mit der anliegenden Kathete 
gleichgross, ebenso der mit der Hypotenuse 
oder der Ge^nkathete oder mit der 
andern Mittellinie, nämlich nach trigono- 
metrischer Berechnung ersterer: 

260 33' 54,2", 

die anderen der Reihe nach: 

180 26' 6,8"; 680 26' 6,8" 
beziv * 

*il60 33' 64,2"; 36» 62' 11,6" 
beiw. : 

1430 7' 48,4". 

4L Dreiecke sind nicht notwendig ähnlich, 
wenn in ihnen ähnliche Teildreiecke ge- 
bildet werden durch: 

zwei Seiten und die Höhe auf einer 
derselben oder 

eine Seite, die zugehörige Höhe und 
irgend ein drittes Stück; 
wohl aber, wenn ähnliche Teildreiecke 
gebildet werden durdi: 

zwei Seiten und eine nicht zugehörige 
Winkelha Ibierende, 

eine Seite, eine nicht zugehörige Höhe 
und irgend ein drittes Stüdc u. s. w. 

42. Ein Beispiel für die alljremeine Form 
des Satzes 9 liefert Au%abe 131 des 
III. Teiles dieses Lehrbuches, wo (siehe 
Figur 77) das Dreieck der Linien d, tf f 

Figur 77. 
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ähnlich wird dem Dreieck ahc^ weil 
jede Seite des Dreiecks d, e, f mit der 
entsprechenden des Dreiedcs Iahe den- 
selben Winkel bildet 

48« Beispiele ähnlicher Dreiecke infolge Par- 
allelität der Seiten liefern zahlreich die 
Fig^nren 288, 289, 293 des IIL Teiles 

• dieses Lehrbuches; für ähnliche Dreiecke 
infolge Perpendiknlarität (dies das ziem- 
lich selten gebrauchte Substantiv znr Be- 
zeichnung senkrechter Lage) etwa Fig. 87 
des in. Teiles dieses Lehrbuches u. a. 

44. Die Anzahl ähnlicher Dreieekspaare 
in Figur 46 bestimmt sich folgender- 
massen: 10 mit dem ursprüjuflichen 
Winkel a, 9 mit einem Winkel gleich a 
in andrer Lage, also zusammen 19 Drei- 
ecke mit den Winkeln a, 90 — 0, 900. 
Und unter 19 Dreiecken gibt es Paare: 

1.2 - ^'^• 

45« Am einfachsten wird der Beweis des 
vierten Aehnlichkeitssatzes, da bei Gleich- 
heit der Winkel die Parallelität der drei 
Seitenpaare sofort folgt, wenn ein Paar 
parallel gelegt ist. In allen anderen 
Fällen verfahrt man indirekt wie in 
Erkl. 268, indem ein angenommenes 
Dreieck Ä^B^C^* mit dem vorhandenen 
Dreieck Ä^B^C^ übereinstimmen muss. 

40« Gleichlaufend ähnlich sind die Dreiecke, 
welche gebildet werden von einer ge- 
meinsamen Tangente an zwei Kreise, 
der Zentrale und den beiden Radien; 
une^leichlaufend ähnlich die Dreiecke, 
welche von zwei Höhen im Dreieck ge- 
bildet werden mit je einer der beiden 
zugehörigen Dreiecksseiten, oder von je 
zwei Dreiecksseiten mit je einer der 
beiden zugehörigen Höhen. 

60. Ist die gegebene Rechtecksseite grösser 
als die halbe Quadratseite, dann kann 
man die Quadratseite als Beweis nehmen ; 
ist die Quadratseite grösser als die halbe 
Rechtecksseite, so nimmt man die Quadrat- 
seite als Schenkel und verfährt nach 
Erkl. 272. Für die Zwischengrössen : 

|-<Ä<2c, |-<c<2a 

kann man nach beiden Konstruktionen 
verfahren. 

Ol. Auch nach der Beziehung a< = ce in 
Figur 50 lässt sich die Umwandlung 
eines Rechtecks in ein Quadrat durch- 
führen. Die Rechtecksseiten werden auf- 
einander gelegt (c auf e in Figur 501, 
e auf c in Figur 50 II), auf der kleineren 
(I) oder grösseren (II) eine Mittelsenk- 
rechte errichtet und auf dieser der Punkt 
C gesucht, dessen Abstand vom Endpunkt 
gleich der andern Seite (EC =z e in I, 
EC = e in II). Dann ist ; 



I. 
^CAB=:CBA=iÄCE, 

/\,ABC9^ACE, 
ABiAC—AC.AE, 
AO=iAB*AE, a« = ce(c<0. 

n. 

-^CAB^CBAzizACE, 

^ABCe^ACE, 

AB:AC= ACiAE, 

AC^ = AB'AE, a« = c-c («>«). 

62. Um die Summe zweier Quadrate a^-j-e'^ 
als Summe zweier Rechtecke mit je einer 
beizubdialtenden Qudratseite darzastel- 
len, zeichne man aus a und e ein gleich- 
schenkliges Dreieck und vervollständige 
dies znr Figur 50, wo: 

08. Das Verhältnis zwischen Schenkel und 
Basis im gleichschenkligen Dreieck ist 
massgebend für die Grösse der Winkel. 

c : a ^ 1 liefert y ^60©^ a; 

c : a ^ /I" liefert y^90 und a^450; 

c: a^-1 v/3" liefert y ^1200, «>300 

u. s. w. 

64. Zahlenbeispiele zu Aufgabe 52 wären die 
folgenden : Ist gegeben im rechtwinkligen 
Dreieck : 



a : & = 3 : 4, 



so muss: 



a : 6 : e = 3 : 4 : 5 ; 
zu gegebenem: 



a : c = 5 : 7 



muss: 



a:h:c=i 5:2\/6:7; 

2U gegebenem: 

&:c = 6:ll 
muss: 

aib:c= l/85 : 6 : 11. 

65. Von den sieben ähnlichen Dreiecken der 
Figur 52 sind unter sich gleichlaufend 
ähnlich : 

ABC^BEC<:s9AEC 

(positiver Umlauf), dagegen unter sich 
gleich — , aber mit jedem der vorigen un- 
gleichlaufend : 

ACDsssCBDss9AEBg^EBA 

(negative Umlaufsrichtung bei gleicher 
Winkel folge wie zuvor). Beim Umlauf vom 
kleinsten Winkel über den mittlem zum 
grössten hat man bei ersterem stets die 
Dreiecksfläche zur Linken, bei letzterem 
zur Rechten. Im ganzen hat man unter 
7 ähnlichen Dreiecken 21 Paare, davon 
12 ungleichlaufend ähnliche und 3 + 6 
= 21 -- 12 = 9 Paare gleichlaufend ähn- 
liche. 



in Frankfurt a. M. 1881 



Der ansftthrliche Prospekt und das ausführliche In- 

haltsyerzeichnis der ,^ vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad^ Kleyer^* kann von jeder Buchhandlung, sowie vod 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezofjen werdeu. 

Bemerkt sei hier nur; 

1). Jedes Heft ist aafgeschDitten und gut brochiert, am den sofortigen und danern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstebenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie ans dem ProBpekt ersicbtlich, ohne jede Bedentnng 
für die Interessenten 

6). Das Werk enthält AUe8, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorsüglicbste Lehrbuch 
siun Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch fUr Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

InhaltsYerzeicknis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buclih and lung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Stuttgart. 
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Vollständig gelöste 

Aufgaben - Sammlung 

- nebst Anhäogen nngelöster Aufgaben, fdr den Schnl- & Selbstunterricht — 

mit 

Angabe und Entwicklung der benatzten Sätze, Formeln, Regeln In Fragen nnd Antworten 

erläutert durch 

viele Holzschnitte & lithograpL Tafeln, 

aus allen Zweigen 

der Rechenkunst, der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. sphärischen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral -Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
aus allen Zweiten der Physik, Mechanik, Graphogtatik, Chemie, Geodäsie, Nautik, 
mathemat. Geographie, Antronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brfleken- n. Hochban's; der Konstruktionslehren als: darstell« Geometrie, Polar- u. 

Parjülel-Perspectire, Schattenkonstniktionen etc. etc. 

für 

Scluiler, Stndiereiuhs Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Sindium zur Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationellen Terwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolph Kleyer, 

Mathematiker, vereideter kOnigl. prouss«. Feldmesser, vereideter grosah. hesBiacher Geometer I. Klasse 

in Frankfurt a. M. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 
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Ebene Elementar-Geometrie (Planimetrie). 

Siebenter Teil. 
Die Aehnlichkeit der geradlinigen Figuren. 

Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. Dr. J. Naehs. 

Fortsetzung von Heft 1347. - Seite Uil-lUo u. I— VIII. Mit 1 Fi-ur. 

(Schlussheft des VII. Teils.) 
Inhalt: 
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Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch iede Buchhsndliina bezoaen werden. 
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l^reisgekrönt in Frankfurt a. M. 1681. 

PROSPEKT. 

Didsefl Werk, welchem kein ähnlichet zur Seite steht, erscheint monatlich in 8 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten nnd praktischsten Aufgaben ans dem Qesamtgebiete der Mathematik, Phjsik, 
Mechanik^ matb. Geographie^ Astronomie, des Maschinen-^ Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Hoehbanes^ des konstroktiTon Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollstlndig 
gelöster Form, mit yielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwlckelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird^ wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern fAr den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen Über das betreiTende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch- naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen !• nnd IL Ord., gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schnllehr er -Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschafteschulen, 
Militärsohulen , Yorbereitnugs- Anstalten aller Arten als z. B für das El^Jäbrig-Froi- 
wiUige- und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schfller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Sehritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüflingen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die Oberaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftig^ Stütxe für den Schal- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben sn lösen, die ge* 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berofs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forsehungea geben. 

Alle Buchbandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandlung. 
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66. Um die sSmtlichen Strecken in Fignr 62 in ganxen Zahlen anszndrttcken, w&hlt man für 
die Seiten des Dreiecks ABC solcbe Werte eines pythagoreischen Dreiecks, dass auch 
h and r ganze Zahlen liefern. Also etwa mittels des Verhältnisses 3:4:6: 



a = 
h = 

e = 



Sx =z6fA =z = 4<r, r — 6 = 3a 

4a? = 61 = 3i;, h' = 6i/, r' = 4i; 

bx =: 4^ = 3t, ik' = 4r, a + r* = 5t 

-^a? = 3A.— 4^ 

1>= 3^ 

ff = 41 

ifc = 3v = 5or 

r = 5v 



a? = 30 - 
1 = 48 
/i = 36 
v = 76 
ff = 46 
T = 100 
t; = 80 

Dadurch wird: 



c = 300 

Ä;' = 400 

a-|-r' = 600 

67« Als Bestätigung der in Antwort der Frage 31 aufgestellten Beziehungen erhält man: 
1) a« = c-i) = 32400 = 6(r— 6) = Ä.Är, 8) a-6 = cÄ = 48200 = g-ifc, 16) fc.c = ff.r = 72000 



a = 180 


j? = 108 


Ä = 144 


r— 5 = 136 


h -240 


Ä — 144 


ff — 192 


a = 180 


c = 300 


a = 180 


fc = 240 


A; = 226 



6 = 240 
r' =320 
*' = 400 



Jk = 226 
c = 300 
r = 376 



2) 6« = c.ff = 67600 = h'k', 

3) h^=p.q = 20736, 

5) c« = h-r = 90000, 

6) ÄrS = r(r — 6) = 50625, 



68* Man kann verfahren nach jeder der Lösun- 
gen in Aufgabe 64 oder 55 und wiederholt 
dasselbe mehrfach mit gleicher Quadrat- 
seite, aber verschieden grossen Eechteck- 
eeiten. 

69. Um das Verhältnis zweier Strecken als 
Verhältnis von Flächen darzustellen, 
wählt man die Strecken als Hypotenusen- 
abschnitte p und ff und zeichnet ein be- 
liebiges rechtwinkliges Dreieck. Dann 
ist jedesmal a^ : 6« = p : q, 

70« Statt m mit -r- zu multiplizieren, ver- 
wandelt man nach Au&abe 56 — r- in 

P P 9 

— und bildet m»— . 
ff ff 



9) a-ff = b'h = 34560, 22) h-k = 6 (r — 6) 

10) a.Ä = 6.|? = 26920 = ff (r — 6), = 32400 

11) a-e = 6-i = 64000 = Ä-r, u. s. w. 

12) a-r = c.ife = 67600, 

19) a-k zzip-r = 40600 = c(r — h), 

23) ap = Ä (r - 6) = 19440, 

24) a(r — fc) = p-k = 24300, 

78« Man wähle als Quadratseite die ganze 
bezw. die halbe Diagonale des ersteren. 

74« Da Seite zur Höhe wie: 



a:|-\/3 = 2:v/3, 
so verhalten sich die Flächen wie 4:3. 



71« Statt m mit 



lit y — zu multiplizieren, ver- 
wandelt man nach Aufgabe 69 — in 

_ y 

-Tg-, alsoy — = -^, und bildet »».-^. 

72. um Yg zu konstruieren, wählt man z 
als pj macht ff = 1 und vervollständigt 
das rechtwinklige Dreieck. Dann wird: 

« : 1 = a« : 6«, 
also: 

Dabei kann man b so wählen, dass be- 
queme Division entsteht, z. B. : 

ft = 2, 3, • • • 

Sachs, Ebene Elementar-Oeometrle. VJI. 



97« Ist das Verhältnis der Diagonalen ge- 
geben, so zeichnet man durch Punkt C 
die Parallele C^ zur andern Diagonale, 
dann entsteht dort ^^BCE = DBC, 
und man kann im Dreieck ACE die 
Winkel CAB, CBD u. s. w. mit dem 
Verhältnis der Diagonalen zusammen- 
fassen. 

98« Ist der Umfang eines Teildreiecks ge- 
geben, so konstruiert man dieses vor- 
läufig aus den gegebenen Winkeln oder 
Verhältnissen und sucht dann die Ver- 
hältnisgrösse a;, um die endgültigen 
Längen zu erhalten. 

99. Sehnenvielecke sind ähnlich, wenn sie 
übereinstimmen : 





im Verhältnis 


und dazu 


in der 




von: 


Grösse 


von: 




n Seiten. 


n — 4 Winkeln. 




n-1 „ 


n — S 


n 




n-2 „ 


n-2 


7» 


100. 


Tangentenvielecke sind ähnlich, 
übereinstimmen : 


wenn sie 






11 
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im Verhältnis 
von: 

n — 1 Seiten. 



und dazu in der 
Grösse von: 

n — 3 Winkeln. 



• n — 2 „ n — 2 

n — 3 „ n — 1 

101. Kreisvielecke sind ähnlich, wenn sie 



n 



übereinstimmen : 

im Verhältnis 
von: 

n — 1 Seiten. 



und dazu in der 
Grösse von: 

n — 4 Winkeln« 



» 



102. 



103. 



104. 



105. 



106. 



107. 



n — 2 „ n — 3 

rt — 3 „ n — 2 

Sind ähnliche Vielecke in perspekti- 
vischer Lage, so kann man zu einem 
beliebigen Punkt P, den entsprechenden 
Pj finden, indem man etwa P, mit A^ 
verbindet, den <^ B^A^ P, als <^ B^ A^ Pj 
anträgt und darauf A^F^ konstruiert 
nach der Proportion: 

.^2 "^3 * 1 "^1 ~~ ^^S S * 1 "^1 f 

oder auch den Schenkel A^P^ durch den 
Aehnlichkeitsstrabl SP, schneidet. 

Soll statt A^ der Punkt ^2 erst zu 
(ABC)^, dann zu (ABO)^ gerechnet 
werden, so ergibt sich die Reihenfolge 
der Punkte A^, J,, Z so, dass SA^^ 
= SA^-SZj dass also zu J, als Punkt 
von (ABC)^ der Punkt ^, in (^BOj 
gehört ; aber zu Ai als Punkt von {ABC)^ 
der Punkt ^ in {ABC)^. 

Soll ein bestimmter Punkt ;S^ zum äussern 
(oder innern) Aehniichkeitspunkt werden, 
80 zieht man von S nach den Aehnlich- 
keitspuukten von {ABC)^ die Aehnlich- 
keitsstrahleu und legt in den Winkel 
(oder in den Scheitelwinkel) irgend zweier 
die entsprechende Strecke der andern 
Figur in paralleler Lage ein. 

Um ein Quadrat mit einem gegebenen 
andern Quadrat in perspektivische Lage 
zu bringen, dreht man entweder das eine 
um den Winkel zweier Seiten oder man 
klappt dasselbe um um eine Parallele zur 
Winkelhalbierenden zweier Seiten. Man 
hat also, da alle vier Seiten gleichwertig 
sind, jedesmal viererlei Auswahl und 
dazu noch je die doppelte Möglichkeit 
eines äussern oder innern Aehnlichkeits- 
punktes. 

Um ein rechtwinkliges Dreieck in per- 
spektivische Lage zu bringen mit einem 
der durch die Höhe gebildeten Teildrei- 
ecke, klappt man dasselbe um, indem 
man als Achse wählt die Winkelhalbieren- 
den des mit diesem Teildreieck gemein- 
samen spitzen Winkels oder eine Parallele 
dazu. (In ersterm Falle wird der Schei- 
tel dieses Winkels selbst Aehniichkeits- 
punkt nach Art der Figur 16.) 

Sind zwei Antiparallelogramme oder Del- 
toide ähnlich in perspektivischer Lage 



mit äusserem (oder innerem) Aehniichkeits- 
punkt, so entsteht durch Umklappung um 
die Symmetrieachse oder eine Parallele 
ein anderer äusserer (oder innerer) *, durch 
Umklappung um eine Senkrechte zur 
Achse oder durch Umdrehung dagegen 
ein anderer innerer (oder äusserer) Aehn- 
iichkeitspunkt. Jede andere Lagenver- 
änderung hebt die perspektivische Lage 
ganz auf. Diese bestand aber nur & 
{ABCDE)^s^(ABCDEA)^, nicht für: 

(ABCDE)^s^(BADCB)^. 

108. Die Ergebnisse der Auflösung der Auf- 
gabe 85 verteilen sich auf B^teck und 
Rhombus : 

1) nur Rechteck, 

2) nur Rhombus, 

8) weder Rechteck noch Rhombus, son- 
dern beide bloss für Umdrehungen um 
180» 

109. Eine Karte im Massstab von 1 : 500000 
gibt ein Land von 15000 qkm durch 
15000:250000000000 = 0,00000006 qkm 
= 6 qdm beim Massstab von 1 : 1000000 
durch : 

16000 : 1000000000000 = 0,000000015 
qkm = 1,6 qdm (Viertel des Vorigen, 
weil Hälfte des Massstabes). 

110. Auf einem Blatt von 15 cm Breite und 
24 cm Höhe kann im Massstabe von 
1 : 25 000 eine Fläche von: 

16-24-250002 qcm 

dargestellt werden: 

= 225000000000 qcm = 22-^ qkm, 

nämlich 3,75 km Breite und 6 km Länge. 

111. Die wahren Grössen von Strecken, die 
auf verschiedenen Karten gleichlang dar- 
gestellt sind, verhalten sich umgekehrt 
wie die Massstäbe, jene der Flächen ent- 
sprechend, wie deren Quadrate. 

118. Angewendet auf die Höhendreiecke des 
rechtwinkligen Dreiecks liefert Satz 18; 

ABCsssCBDsssACD, 

Homologe Stücke (jedesmal Hypotenuse) 
sind ABf CBy ACy also: 

ABC = CBD + ACD. 

118. Um die Summe oder Differenz zweier 
ähnlichen Figuren in Gestalt einer den 
beiden wieder ähnlichen Figur darzu- 
stellen, konstruiert man das rechtwink- 
lige Dreieck aus zwei homologen Stücken 
der beiden ersten und zeichnet die ähn- 
liche Figur über der entstehenden dritten 
Seite des Dreiecks. 

114. Zur sicheren Bestimmung der auf der 
Aehnlichkeitsachse entstehenden Strecken 
zwischen «Sf,,, und />,„ nach Lage und 
Grösse sind nötige Angaben: 

1) die Verhältnisse der Längen in 
JjßiC,, A^B^C^ und A^B^C^ und 
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2) die wirklichen Längen in einer 
dieser Fignren und 

B) die Verhältnisse der Abstände ent- 
sprechender Punkte der Figuren {A B C)^^^ 
von einander und 

4) die wirkliche Länge des einen 
dieser drei Abstände, also im ganzen 
fünf willkürliche Längengrössen. 

115. Zur Bestimmung der sechs Aehnlichkeits- 
punkte könnte man auch die drei Stre- 
cken M^M^M^ zeichnen und jede innen 
und aussen teilen im Verhältnis der zu- 
gehörii^en Strecken: 

116. Aus Satz 19 des VI. Teiles dieses Lehr- 
*buches folgt filr Figur 68, dass auch die 

Mittelpunkte der drei Geraden Sy Jp S.^J^^ 
S^Jj^ auf einer geraden Linie liegen 
müssen. 

117* Um zwei gleichwendig ähnliche Figuren 
aus schiefer Lage mit Beibehaltung des 
Aehnlichkeitspunktes in perspektivische 
Lage zu bringen, sucht man nach Auf- 
gabe 92 den Aehnlichkeitspunkt und dreht 
um diesen, bis SA^ (Fig. 69) für gleich- 
laufend perspektivische Lage auf SA^j 
für uns^leichlaufend perspektivische Lage 
auf die Verlängerung von SA^ zu 
liegen kommt. 

118» Soll ein Punkt P erst betrachtet werden 
als Pp dann als Q^ und jeweils der ent- 
sprechende Punkt im gleichwendig ähn- 
lichen System gesucht werden, so ver- 
bindet man P, mit A^, trägt den Winkel 
B^A^P, in A^ als Winkel B^A.P^ in 
gleichem Drehungssinn an una misst 
auf dem freien Schenkel die Strecke A^ S^ 
SO; dass: 

Sodann verbindet man Q^ mit A^ und 
verfährt ebenso mit Winkel jB, A^ Q^ und 
dem Schenkel AiQ^. 

119« Soll zu dem Punkt P jeweils der ent- 
sprechende Punkt in ungleichwendig ähn- 
lichen Systemen gesucht werden, so ver- 
ehrt man entweder genau wie zuvor, 
nur mit Antragung des Winkels in ent- 
gegengesetztem Drehungssinne ; oder man 
verbindet Pj mit A^ und i?) und trägt 
diese Winkel P, A, B, und P, B^A^ beide 
in umgekehrtem Drehungssinne an als 
A^B^Pf und B^A.iP^, Der Schnittpunkt 
ist dann der ge&uchte. 

120. Wenn die Verbindungslinien entsprechen- 
der Punkte U,P, II A^B..) in Fig. 78 ein- 
ander parallel sind, so berühren ein- 
ander die Kreise A^B^B und A^B^B in 
f^y und B wird selbst Aehnlichkeitspunkt 
der durch A^ A^ und B^ B^ bestimmten 
Systeme (siehe Figur 78). 




181. Soll ein vorgegebener Punkt P äusserer 
(oder innerer) Aehnlichkeitspunkt werden, 
so teilt man PA^ innen (oder aussen) 
so, dass: 

PA^ : XA^ = A^ B, : A^ B„ 

sieht: 

XY\\A,B^ und Xr= J,B, 

und dreht um den Schnittpunkt der 
Mittelsenkrechten von A^ X und P, Y. 

122« Uip ungleichwendig ähnliche Systeme 
in perspektivische Loge zu bringen, 
braucht man mehr als eine Operation, 
nämlich Umklappun^ und Verschiebung 
oder Drehung und Umklappung. 



184. Ist 



AF 
FB 



= — , so ist auch: 
n 



BD 



= n 



AE 



DC " EC 

also erhält das Teilungsverhältnis der 
einen Seite den w fachen Wert vom Tei- 
lungsverhältnis der andern, und zwar 
wieder das eine mit innerer, das an- 
dere mit äusserer Teilung. 

A W 1 

186« Wird hierin auch - ^ = — , so muss 

• -j—^ = — . Also fällt D ins Unendliche 

oder in den Mittelpunkt, wenn E aussen 
oder innen, und ebenso umgekehrt. 

AF 1 



1B6. Ist 



FB 



n 
BD 
DC 



so ist auch: 
AE 



~ n 



EC 



t » 



also erhält wieder das Teilungsvertiältnis 
der einen Seite den n fachen Wert vom 
Teilungsverhältnis des andern, und zwar 
wieder beide mit innerer oder beide mit 
äusserer Teilung. 

187. Die Linie nach einem unzugänglichen 
Schnittpunkt zweier Geraden wird Schwer- 
linie, wenn man die Seite durch Parallele 
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teilt, und die Schnittpankte der kreus- 
weisen Verbindnügslinien der Teilpunkte 
verbindet (vergl. Angabe 206 und 264 
des VI. Teiles dieses Lehrbuches). 

188. Der verlangte geometrische Ort ist die 
Qerade durch die Teilpunkte X und Y 
der Seiten a und bj für welche: 

BC:AY= BXiAC =i m:n. 

189« Der Wert des Produktes nach Menelaos 
für m : n == 3 : 4, r : « = 2 : 3 wird: 



140. Aufgabe 124 wird bestätifrt durch die 
Berechnung der Erkl. 864, indem sowohl 
fttr 1^ = + 1, als für r = — 1 der Wert 
des Produktes ao wird. 



154. Wird in Figur 6B DE = 
mein für FD = tn^DE = 



8 2 2 - 4 3 

7 6 1 7 6 



ahc = 



36 



ahc. 



i^'= 



m-n^ -^ 



: EF=z n, SO 
it \/fiL AUge- 
: m'U wird: 



155* Der Wert des Menelaosschen Produktes für die Linie DEF in Figur 67 ist: 
Paa pbh pcC a6c'a*62c« 



Pu — ffo Ph — qh Pc — ffc 



(a« - 6«) (6« - c«) (c2 - a2) •^•^*^*' 

a2 6«c2 (o« 4- 1»2 — c2) (a« — 6« + c«) (— a« + fr« + c«) 



(a* — 62) (62 — c«) (c« — a«) 
156. Der Wert des Cevaschen Produktes für die Punkte Pj, P^, P. in Figur 66 ist s. B. für P^: 
Pe'C pb-b c2 6« 

p , . =: __ rr-«— 5 ^'Pa'Ph'Pe 

Pc— qe Ph — qb O* — 6* C" — a* 

_ 6c(a» + ^-c*)(g'--^^ + g')(g'+>' — g*) 
^ 8a(a« — 6«)(c« — a2) 



157« Wird statt der Schwerlinie eine andere 
Linie gewählt, so liefern die Ecktrans- 
versalen solche Verbindungslinien, welche 
sämtliche durch einen Punkt der Grund- 
seite gehen. 

158* Um eine beliebige Strecke in n gleiche 
Teile zu teilen, konstruiert man ein Drei- 
eck aus dieser Strecke und zwei anderen, 
deren eine von 2, deren andere von n 
gleichen Teilen zuvor gebildet wird. Dann 
zieht man nach ersterer die Schwerlinie, 
nach letzterer sämtliche Ecktransversalen ; 
dann schneiden die Ecktransversalen nach 
den Schnittpunkten mit der Schwerlinie 
die verlangten Teile aus. 

169. Man kann d«i Satz ausspreehen: Trägt 
man die von einer Geraden gebildeten 
Abschnitte der Seiten eines Dreiecks je 
auf derselben Dreiecksseite vom andern 
Eckpunkte in entgegengesetzter Richtung 
an, so liegen auch die neuen drei Teil- 
punkte auf einer Geraden. 

180. Man kann den Satz aussprechen: Trägt 
man die von der Ecktransversalen eines 
Punktes gebildeten Abschnitte der Seiten 
eines Dreiecks je auf derselben Dreiecks- 
seite vom andern Eckpunkte in entgegen- 
gesetzter Richtung an, so gehen auch die 
Ecktransversalen der neuen Teilpunkte 
durch einen Punkt. 

16L Die drei Verbindungslinien des Mittel- 
punktes des Inkreises mit den drei Seiten- 
mitten sind parallel den drei Ecktrans- 
versalen der inneren Berührungspunkte 
der Ankreise. 

182. Die Ecktransversalen der Berührungs- 
punkte der Ankreise schneiden sich mit 



den Berührungsradien des Inkreises auf 
der Peripherie des Inkreises (X) und 
zwar so, dass immer der obere Abschnitt 
der Transversalen vom Eckpunkt bis zum 
Schnittpunkt mit dem Inkreis ebenso lang 
ist, als der untere Abschnitt vom Be- 
rührungspunkt des Ankreises bis zum 
Schnittpunkt der drei Transversalen: 

CXzuF^Q. 

188. In Worten lautet der Satz 2 der Auf- 
lösung der Aufgabe 149 folgendermassen : 
In jedem Dreieck liegen auf einer Ge- 
raden der Mittelpunkt des Inkreises mit 
dem Schwerpunkt und dem Schnittpankte 
der Ecktransversalen nach den Berüh- 
rungspunkten der Ankreise. 

184« Die Verbindungslinien der Seitenmitten 
mit den Mittelpunkten der oberen Ab- 
sdmitte auf den Transversalen nach H 
oder nach Q gehen zwar beiderlei je durch 
einen Punkt N oder Q als gemeinsamen 
Halbierungspunkt; aber die ersteren sind 
auch unter sich gleichlang, so dass ihre 
sechs Endpunkte auf einem Kreise liegen, 
während die letzteren ungleich lang 
sind. 

186* In jedem Dreieck liegen auf einer Ge- 
raden durch den Schwerpunkt S (als Teil- 
punkt ihrer Vi^bindungsstrecke mit Ver- 
hältnis 2:1) die Berührungspunkte des 
Inkreises mit den Dreiecksseiten und die 
Schnittpunkte des Dreiecks der Seiten- 
mitten mit den Transversalen nach den 
Berührungspunkten der Ankreise. 

188. Da i^T IM JET und dessen Schnittpunkt 
mit ÄQ die Mitte von AD^ ist, so trifft 
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TR' die Seite CB im Mittelpunkt zwi- 
schen dem Bertthmngspnnkt des An- 
kreises D^ nnd dem Fnsspnnkt von Ä H. 

167. Da JM^WäQ nnd Bf Mitte von QD^, 
so trifft JHo die dritte Seite AD^^ des 
Dreieeks ÄQD^ im Mittelpunkt (Satz 
von Geigonne). 

168. Auch beim allgemeinen Viereck kann 
Punkt P ins Tfnendliche rücken, wenn 
man z. B. die Mittelpunkte der Seiten 
als Teilpunkte wählt; dann fallen Pund 
P* ins Unendliche, die Transversalen 
werden den beiden Diagonalen parallel. 

169« Legt man durch einen Punkt O einer 
Vierecksdiagonale eine Transversale PQRy 
verbindet deren Schnittpunkt Q und R 
mit einem Punkt P' der andern Diagonale, 
so liegen die Schnittpunkte der neuen 
Transversalen mit den Gegenseiten auf 
einer geraden Linie mit dem ursprflng- 
• liehen Punkte P. 



177. Ein beliebiges Quadrat mit Seite auf r, 
Ecke auf h liefert die Diagonale von A aus, 
welche a im gesuchten Eckpunkte trifft. 

178« Man konstruiert erst um ein Bhombus 
mit den verlangten Winkeln ein solches 
mit den Winkeln des gegebenen Bhom- 
bus und bringt beide Figuren in perspek- 
tivische Lage. 

179. Man zeichne erst ein beliebiges regel- 
mässiges Sechseck mit Seite a', und ver- 
wandle dasselbe in ein Quadrat mit Seite 
«' ; dann liefert «' : « = a' : a die gesuchte 
Seite a. 

180« In beliebigem Dreieck mit Seite a' be- 
stimme Qa'Qb'Qe*^ dauu muss: 






176« Durch p\q\h sind die Winkel bestimmt, 
(a' -f 6') •(<» + *) = <»'• « liefert a. 



axa' =:. 1/ — : — ; — = x sein. 

18L Entweder auf Angabe 176 zurückzu- 
führen, wie in Antwort der Frage 73 
des VI. Teiles; oder unmittelbar durch 
Annahme eines beliebigen Kreises im 
Winkel der beiden Tangenten, und dann 
mittels Aehnlichkeitsstrahl ^P durch den 
Aehnlichkeitspunkt A^^ den Schnittpunkt 
der Tangenten. 
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mit Einschluss der Diskontrecbnung, der Terminrechnung, der Kalkulationen und Konto- 
korrente. Mit 130 Fragen, 444 Erklärungen, 27 Anmerkungen, 1520 Aufgaben, zahlreichen schema- 
tischen Figuren, einem Formelverzeichnis, emer Fristen- und Zinsenbereohnungstabelle, sowie den Ergeb- 
nissen der nicht gelösten Aufgaben. Bearbeitet nach System Kieyer von Or. IK. Olbricht. I^reis: M.p.— . 

do. do. Dritter Teil: Dia Sold-. Silber-. Mttnz-, Effekten- unä Wadwelrechnung, sowie die 

Gesollschafts- und Mischungsrechnung. Bearbeitet nach System Kieyer von Dr. R. Olbricht. — Befindet 
sich unter der Presse. — 

Lehrbuch der Grundrechnungsarten mit Buchstabengrössen (Elemente der BnchstabeB- 
rechniing), der Verhältnisse und Proportionen mit einer Sammlung von 478 gelösten und 
analogen ungelösten Aufigaben und den Resultaten der letzteren. Bearbeitet nach System Klaytr tos 
Hans Staudacher, Prof. an der kgl. Industrieschule zu Nürnberg. Erster Teil. Preis: M. S. — . 

do. do. Zweiter Teil: Elemente der Zahlenlehre, Dezimal- und Kettenbrüche und 

Bectanunff mit unvollständigen Zahlen. Mit einer Sammlung v. 277 gelöst, u. analogen ungelöst. 
Aufg., nebst d. Resultaten d letzteren. Bearb. n. System Kieyer v. Prof. Hans Staudacher. Preis: u.b,—, 

Lehrbuch der Potenzen und Wurzeln nebst einer Sammlung von 3296 gelösten nnd ungelösten 
analogen Beispielen. Von Ad. Kieyer. Preis : M. 6. ~. 

Lehrbuch der Lonrithmen nebst einer Sammlung von 1906 gelösten und ungelösten analogen Beiapielaa. 
Von Ad. Kieyer. Preis: H. 4. — . 

Fünfstellige korrekte Logarithmentafeln nebst einer trigonometrischen Tafel und einer Anaahl von 
anderen Tabellen. Von Ad. Kieyer. Preis: gebunden M. 2.&0. 

Lehrbuch der arithmetischen und geometrischen Progressionen, der zusammenffeaetsten*. 
harmonlechen-, Ketten- und Teilbruohreihen nebst einer Sammlung von ttber 400 gelöeten und 
ungelösten analogen Aufgaben. Von Ad. Kieyer. Preis: M. 4. — . 

Lehrbuch der Zinseszins- und Rentenrechnung nebst einer Sammlung von 525 gelösten und un- 
gelösten analogen Aufgaben aus allen Zweigen des BeriifiBlebens. Von Ad. Kieyer. Preis : M. 6. — . 

Lehrbuch der Gleichungen des I.Orades mit einer Unbekannten. Sammlung von 2381 Zahlen-, 
Buchstaben- nnd Teztaufgaben, grösstenteils in vollständig gelöster Form, erl&uten durch 230 Erklä- 
rungen und 26 in den Text gedruckte Figuren. Von Ad. Kieyer. Preis: H. 8. — . 

Lehrbuch der Gleichungen des 1. Grades mit mehreren Unbekannten. Sammlung von 

905 Zahlen-, Buchstaben- und Teztaufgaben , grossenteils in vollständig gelöster Form, erläutert durch 
408 Erklärungen und Anmerkungen. Nebst Resultaten der ungelösten Aufgaben. Bearbeitet nach Systass 
Kieyer von Otto Prange. Preis: M. 7.— 

Lehrbuch der Gleichungen des 2. Grades mit einer Unbekannten. (Qnadrat Gleichaneen.) 

Sammlung von 1650 Zahlen-, Buchstaben- und Textaufgaben, grossenteils in vollständig gelöster Form 
erläutert durch 872 Erklärungen und 53 Figuren. Nebst Resultaten der ungelösten Aufgaben. Bearbeitet 
nach System Kieyer von Dr. Aug. Blind. Preis : H. 10. — . 

Lehrbuch der Gleichungen 3. und 4. Grades, nebst der trigonometrischen Auflösung der Glei- 
chungen 2. Grades. Sammlung von 253 Zahlen-, Buchstaben- und Teztaufgaben, grossenteils in vollständig 
gelöster Form. Mit 251 Erklärungen und 10 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System 
Kieyer von Prof. Conrad Metger. Preis: U. 6.>-. 

Lehrbuch der unbestimmten Gleichungen des 1. Grades. (Diophantische Gleicbnngen.) 

Sammlung von 874 Zahlen-, Buchstaben- und Teztaufgaben in vollständig gelöster Form nnd zahl- 
reichen Erklänm^en und Erläuterungen. Nebst den Abhandlungen des Bachez de Möziriac, im 
französischen Onginale mit beigefügter deutscher üebersetzung. Bearbeitet zum Teil nach System Kieyer 
von W. Fr. Schaler. Erstes Buch. Preis: M. 4.50. 

Geschichte der Geometrie fUr Freunde der Mathematik gemeinverständUoh dargesteUt von Richard 
Klimpert. Mit 100 in den Text gedruckten Figuren. Preis: M. 3. — . 

Lehrbuch der ebenen Elementar-Geometrie (Planimetrie). Erster Teil: Die gerade Linie, 
der Strahl, die Strecke, die Ebene und die Kreislinie im allaremelnen. Nebst einer Sammlung 

felöster Aufgaben. Mit 234 Erklärungen und 109 in den Tezt geeckten Figuren. Von Ad. Kleysr. 
reis : M. 1. 80. 
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Lehrbuch dar ebenen Elementar-Geometrle (Planimetrie). Zweiter Teil: Der Winkel 
uzkü die tMurallelen Unlen. Nebst einer Sammlimg gelöster Aufgaben. Mit 201 Brkliningen und 
113 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet naeb System KIsyer von Dr. J. Sachs. Preis : if . 2. 20. 

do. do. Dritter Teil: Die Greometrisohen OebUde und ihre Lacen-Veränderunaen. 

Die einfochen Vielecke. Nebst einer Sammlnng gelöster and ungelöster Aufgaben. Mit den Ergeb- 
nissen der ungelösten Anfgaben. Mit 737 EiUftningen und 343 in den Text gedruckten Figuren. Bear- 
beitet nacb Systam Klaytr von Dr. J. Sachs. Preis: M. 6 ^. 

do. do. Vierter Teil: Die Lehre vom Kreia. Die aaometrlsöhen Oerter und die 

merkwürdigen Punkte des Dreiecks. Nebst einer Sammlung gelöster und ungelöster Aufgaben, 
mit den Ergebnissen der ungelösten Anfgaben. Mit 529 Ertdinuigen und 230 in den Text gedruckten 
Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von Prof. Dr. J. Sachs. Preis : M. 6. — . 

do. do. Fünfter Teil: Die Flächen der aeradliniaen Figuren. Nebst einer Sammlnng 

gelöster und ungelöster Aufgaben. Mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. Mit 346 Erklirungen 
und 96 in den Text gedracktea Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von Prof. Dr. J. Sachs. Preis: M. 4.—. 

do. do. Sechster Teil: Proportionalität der Strecken. Nebst einer Sammlnng gelöster 

und ungelöster Aufgaben, mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. Mit 378 Erklärungen und 90 in 
den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer Yon Prof. Dr. J. Sachs Preis: M. 4. — . 

do. do. Siebenter Teil: Die Aehnlichkelt der greradlinigen Fiffuren. Nebsteiner 

Sammlung gelöster und ungelöster Aufgaben. Mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. Mit 
394 Erklärungen und 76 in den Text gedruckten Figuren. Besrbeitet von Prsf. Dr. f. Sachs. Preis : M. 4. ->. 

Lehrbuch der planimetrisohen Konstruktionsaufgaben geisst durch o^omatritohe Anaiysls. 
Erster Teil: AujQsraben. gelöst ohne An'wendun^ der Proportlonenlenre. Mit 1952 gelösten 
und ungelösten Anfgaben, 178 Anmerkungen, 207 Erklärungen und 214 in den Text gedruckten Figuren. 
Bearbeitet nach System Kleyer von E. R. MOIIar. Preis: M. 5.—. 

do. do. Zweiter Teil: Aufjarabenfirelöst mit Anwendung der Proi>ortlonenlehre. 

Mit 1327 gelösten und ungelösten Aufgaben, 12o Anmerkungen. 100 Erklärungen und 174 in den Text 
gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von E. R. Müller. Preis: M. 4. — . 

do. do. Dritter Teil: Verwandluntfs- und TeilunfirsautJBraben , sowie Aufigaben 

über ein- und umbeschriebene Fiiguren. Mit 510 gelösten und ungelösten Aufgaben, 40 Anmer- 
kungen, 72 ErÜärnngen und 54 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer von 
Prof. E. R Mfliler Preis: M. 2. -. 

Das apol Ionische BerUhrungsproblerp und verwandte Aufgaben. Sammlung yon 163 ge- 
lösten und ungelösten Anfgaben und 200 Figuren. Zur Ergänzung des Schulunterrichts und zum Selbst- 
studium. Nach System Kleyer durchaus neu bearb. ZweiteAufl. Von Prof. Heinr. Cranx. Preis: M. 6.—. 

Lehrbuch des Projektionszefohnens (darstellende Geometrie). Erster Teil: Die recht- 
whiklifire Projektion auf eine und mehrere Projektionsebenen. Nebst einer Sammlung 
gelöster Aufgaben. Mit 271 Eikläinngen und 226 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach 
System Kleyer von J. Vonderlinii, Priyatdocent an der techn. Hochschule in München. Preis: M. 3. SO. 

do. do. Zweiter Teil: Ueber die rechtwlnkllfire Projektion ebenfläohigrer Körper. 

Mit 190 Erklärungen und 99 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer yon 
J. VenderUnii. Präs: M. 3.50. 

do. do. Dritter Teil. Erste Hälfte: Schiefe Parallelproiektion, Centralprqlektlon 

einschliesslich der Elemente der projektiven Geometrie. Mit 195 Erklärungen und 100 in den 
Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer yon J. Vonderlinn. Preis: M. 3. 50. 

do. do. Dritter Teil. Zweite Hälfte: Centraloollineation ebener und räumlicher 

Systeme, Kefirelschmitte, rechtwinklisre und schiefwlnkllfire Axonometrie. Mit 218 Erklärungen 
und 210 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer yon J. Vonderlinn. Preis : M. 5. — . 

do. do. Vierter Teil: Krumme Linien (ebene und räumliche Kurven). Krumme 

Oberfl ächen. Schatten- und Bele uchtu ngslehre. Bearbeitet nach System Kleyer yon J. Vonderlinn 
"^ ■ Befindet sich unter der Presse. -^-~ 



Lehrbuch der Analytischen Geometrie der Ebene. Erster Teil: Analytische Geometrie 
des Punktes und der Geraden. Mit einer Sammlung von 100 Aufgaben, 206 gelösten Uebungsauf- 

faben und 92 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer yon Prof. Heinr. Cranz. 
reis : M. 6. — . 

do. do. Zweiter Teil: Analytische Geometrie der einzelnen Unien zweiten Gra- 

des. Mit einer Sammlung yon 116 Aufgaben, 286 gelösten Uebungsauigaben und 200 in den Text ge- 
druckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer yon Prof. H. Cranz. rreis : M. 8. — . 

Lehrbuch der Goniometrie (Wlnkelmessungslehre) mit 307 Brkl. und 52 in den Text gedruckten 
Figoren nebst einer Sammlung y. 518 geltot. n. nngeltot. analogen Anlgaben. Yon Ad. Kleyer. Preis : M. 7.~. 

Lehrbuch der ebenen Trigonometrie. Eine Sammlung yon 1048 gelösten, oder mit Andeutungen yer- 
sehenen, trigonometrischen Aufgaben und 178 ungelösten, oder init Andentungen yersehenen trigonomemschen 
Anfgaben ans der angewandten Mathematik, mt 797 Erkl., 563 in den Text gedruckten Fig. u. 65 Anmerk. 
nebst einem ansftthrlich. Formelyerzeiohnis yon ttber 500 Formetn. Von Ad. Kleyer. Preis: M. 18.—. 

Lehrbuch der sphSrischen Trigonometrie. Nebst einer Sammlung gelöster Aufgaben. Mit 2S6 Er- 
klärungen und 56 in den Text gedruckten Figuren und einem FormelyeneichniB. Bearbeitet nach System 
Kleyer yon Or. W. Uska. Preis : M. 4. 50. 

Lehrbuch der Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Mit 52 ge- 
lösten und ungelösten analogen Anfgaben, mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben, 29 Brkl. und 
17 in den Text gedruckten Figuren. Bearb. nach System Kleyer yon Dr. K. i. Bobek. Preis: M. 5.—. 
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Lehrbuch der Vermessurrgskunde (OeodSsie). vu einer Sammlnng von 153 gelösteo Anrnbeo 
und angewandten Beispielen, sahlreichen ErkUrangen nnd 48 L in den Text gedntckten Figuren, unter 
Berttcksiohtignng dee Selbetnnterricbts fttr Oeometei^EleYen, Stndieiende des Bvbl-, Berg- nnd Ingeniaar- 
Fache, sowie zum praktischen Oebrancb fttr Feldmesser, Knitartechniker, Katasterbeamte ete. Ton 
Dr. W. LAskt. Preis: M. 10. ~. 

Lehrbuch der rfiumllchen Elementar-Geometrie (Stereometrie). Erster Teil: Dieijaee 
▼OD flroraden Uzüen und Ebenen im Raum. Nebet einer Sammlang gelöster nnd nngelösier Auf- 
gaben , mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. Mit 573 BrklXnmgen nnd 174 in den Text ge- 
druckten Figuren. Bearbeitet nach System Kleyer yon Dr. H. Saipp. Preis : H. 6. — . 

Lehrbuch der Körperberechnungen. Erstes Bneh. Ifit fielen gelösten und nngelöeten aaalogen 
Aufgaben nebst 184 in den Text ge£rnckten Figuren. SweHe Auflege. Von Ad. Kleytr. Prela: M. 4.— 

do. de. Zweites Bneh. Eine Sammlung Ton 772 vollttiadig gelösten und nneelöaten ana- 

logen Aufgaben nebst 7^ Erklärungen nnd 256 in den Teit gedmckten Fueuren. Von M. Kltyor. Preis: 
M. ö. -. 

Lehrbuch der Determinanten und deren Anwendungen. Erster Teil, lüt eJner Sammlang 
von 460 gelösten und ungelösten Aufgaben, mit den Ergebnissen der letzteren, nebst 2S6 Bikliiiingen. 
Bearbeitet nach Sytsem Kleytr von Dr. Q. Wtichold. Preis : M. 10. — . 

do. do. Zweiter Teil. Bearbeitet nach System Kleyer von Dr. G. Welclield. Jf^^ Befindet 

sich unter der Presse. 



Lehrbuch des Rechnens mit Imaginflren und icomplexen Zahlen. Mit 221 ErkUnmgn und 
93 in den Text gedruckten Figuren. Mit einer Sammlnng von 26B gelösten und ungelösten anslogea 
Aufgaben nebst den Resultaten der ungelösten Aufgaben und einem I^oimelvenBeichnis. Bearbeitet naeh 
System Kleyer von Rlobtrd KrOger. Preis: M. 5.— 

Lehrbuch der Differentialrechnung. Erster Teil: Die einlache und wlederliolte DifTerea- 
tiation expllEleter Funktionen von einer unabhängigen Variablen. Ohne Anwendung 
der Grenzen- und der Nullen-Theorie und ohne Vemaohläseignng von Ghrossen. Nebst einer Sammlung 
gelöster Aufgaben. Zweite Auflage. Von Ad. Kleyer. Preis: M. 5. — . 

do. de. Zweiter Teil: Die vollstiindigre Differentiation entwickelter und nicht 

entwickelter Funktionen von einer und von mehreren reellen Veränderlichen. Reihen- 
entwicklungen. unbestimmte Formen, Mairima und Minima. Nebst 852 gelösten Anf^ben, 
78 Figuren und 230 ErldSrungen. Bearbeitet nach dem System Kleyer von Preff. Dr. Haas. Preis: M. 8. --. 

do. do. Dritter Teil : Anwendung: der Differentialrechnung auf die ebenen Kurven. 

Nebst 425 gelösten Aufgaben, lüS Erklärungen und 164 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach 
System Kleyer von Prof. Dr. Haas. Preis M. 7. — . 

do. do. Vierter Teil: Anwendung' der Differ entlalr eohnung auf Raumkurven und 

Flächen. Bearbeitet nach System Kleyer von Prof. Dr. Haas. W* Befindet sich in Bearbeitung. "^^T 

Lehrbuch der Integralrechnung. Erster Teil. Mit einer Sammlnng von 582 gelösten Aufgaben. 
Fiir das Selbststudium, aum Gebrauch an Lehranstalten, sowie cum Nachschlagen von Integrationsformeln 
nnd -Regeln. Bearbeitet nach eigenem System und im Anschlnss an das Lehrbuch der Düferentielreclmnng 
von Adolph Kleyer. Preis : M. 10. — . 

Einfuhrung in die Funictionentheorie. Enränzuntf su den Lehrbüchern der Differential- und 
Integralrechnungr- Mit 23 in den Text gedruckten 1?lguren. Yon Dr. W. LAska. Preis : M. 1. 5o. 

Lehrbuch der Kombinatorilc. AusfDhrllcho Darstellung der Lehre von den kemblnaterischen 

Operationen fp ermutieren, Kombinieren, Variieren). Mit 506 gelösten und analogen ungelösten 
üebungsbeispielen nebst den Resultaten der letzteren nach System Kleyer fttr den Unterricht und zum 
Selbststudium bearbeitet von Prof. H. Standacher. Preis: M 6. — . 

Lehrbuch der WahrscheinlichiceUsrechnung. Mit aOB gelösten und ungelösten analogen Aufgaben, 
mit den Ergebnissen der ungelösten Aufgaben, 68 Erklimngen nnd 27 in den Text gedmotten ngarsn. 
Naeh System Kleyer bearbeitiBt von Dr. K. J. Dobek. Preis: M. 6. ~. 

Lehrbuch der sphfirisch. und theoret. Astronomie und der mathematischen Geographie. 

Nebst einer Sammlung gelöster nnd ungelöster Aufgaben mit den Besultaten der nnselöeten Anfkaben. 
Mit 328 Erklärungen, Formelverzeichnis, 148 in den Text gedmekten Figuren und 2 Tafeln. Beubeitet 
naeh System Kleyer von Dr. W. LAska. Preis: M. 6. — >. 

Lehrbuch der allgemeinen Phyallc. (Die Qnmdbegriffe und Orundsätse der PbTsUc) Mit 
549 Erklärungen, 83 in den Text gedruckten Figuren und einem Formelverzeichnis, nebst emer Samm> 
lung von 120 gelösten und ungelösten analogen Aufgaben, mit den Besultaten der ungelösten Au(igaben. 
Bearbeitet nach System Kleyer von Richard Klimpert. Prms : M. 8. — . 

Lehrbuch der absoluten Masse und Dimensionen der physilcatischen Grössen. Mtt 

382 Fragen , 545 Erklärungen und einer Sammlung von 561 gelösten und ungelösten Aufgaben nebst den 
Ergebnissen der ungelösten Aufgaben. Bearbeitet nach System Kleyer von Dr. H. Hovestadt. Preis : M. 6.—. 

Lehrbuch der Statilc fester Körper (Oeostatik). mh 291 BiUärangen und 380 in den Text ge- 
druckten Figuren nnd einem aaafiihriiehen Formelveneielinis nebst einer Sammlung von 359 gelösten 
nnd ungelösten analogen Aufgaben. Bearbeitet nach System Kleyer von Richard Klimpert. Preis: M. 9.—. 

Lehrbuch der Dynamiic fester Körper (Gecdynamilc). Mit 090 Erklärungen, 380 in den Tbxt ge- 
druckten Figuren und einem ansffihrlichen Formelverzeichnia nebst einer Sammlung von 500 gelösten 
und ungelösten anslogen Aufgaben, mit den Besultaten der ungelöeten AnUgaben. Bearbeitet naeh System 
Kleyer von R. Klimpert. Preis: M. 13.50. 

Lehrbuch über die Percussion oder den Stoss fester Körper. Bearbeitet nach System Kleyer 

von Richard Klimpert. Preis: H. 8.—. 

Lehrbuch der Eiasticitfit und Festigkeit. Mit 212 Erklärungen, 186 in den Text gedruckten Figuren 
und einem auefUhrlichen Formelveneiehnis, nebst einer Sammlnng von 167 gelösten und ungelösten ana- 
logen Aufgaben, mit den Besultaten der ungelöeten Aufigaben. Bearbeitet naeh System Kleyer von 
Richard Klimpert. Preis: M. 5. 50. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881, 

Der ausführliche Prospekt und das ausführliche In 

haltsyerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dt. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschoitten und gut brochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. v 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenlolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie ans dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeb und Kegeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein priaktisohes Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das Yorzüglichste Lehrbuch 
zum Selbststudium, das vortreüUohste Nachschlagebuch für P'achleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

InhaltsYerzeicLnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Stnttgart. 
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